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формализовать подбор функций депланации, пользуясь системой (6). 
чевидно, что упрощение решения задачи определения напряженно- 

деформированного состояния многозамкнутых конструкций приводит к 
усложнению соответствующей задачи нелинейного программирования, hi 

в рамках существующего математического обеспечения такое перерас
пределение „нагрузки" представляется целесообразным.

Один из основных выводов, полученных из численных расчетов, 
заключается в том, что вид выбираемых функций депланации зависит 
от вида выбранного функционала, например, решается ли задача по 
критерию минимума веса конструкции или по критерию равнопрочности. 
Следовательно, с самого начала решения задачи выбор разрешающих 
функций для системы (I) и условий (2) должен быть связан с процес
сом оптимизации, что реализовано в рассмотренном подходе.
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ДЛН РАСЧЕТОВ НА ПРОЧНОСТЬ

Оболочечные элементы летательных аппаратов, исходя из высоких 
требований, предъявляемых к аэродинамическим формам, имеют сложные 
внешние поверхности. Сложные поверхности летательных аппаратов при 
сжатых сроках проектирования наиболее эффективно описываются мето
дами, ориентированными на применение ЭВМ /I/. Расчеты на прочность 
оболочечных элементов конструкций предъявляют дополнительные требо
вания к методам описания поверхностей: возможность построения сети 
гауссовых координат и тензоров квадратичных форм для срединной 
поверхности оболочки /2-4/, совместность метода с собственно расче
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том на прочность. В настоящее время для расчетов сложных конструк
ций применяется, как правило, метод конечных элементов (МКЭ).
Методы, наиболее полно удовлетворяющие изложенным требованиям и 
обеспечивающие необходимую точность, наиболее эффективно могут 
бить построены на сплайн-аппроксимациях /5-11/. В настоящей работе 
|«ссмотрено применение МКЭ и метода граничных элементов для пост
роения сплайнов, аппроксимирующих срединные поверхности оболочечных 
влементов летательных аппаратов. Рассматриваемые подходы основаны . 
на теории абстрактных сплайнов /5-7/ и результатах работ /9-11/.

I. Пусть искомый сплайн удовлетворяет следующему векторному 
дифференциальному уравнению

к  ^  Ы к  b  w г* З М  > -

(i)
е  d i v - { l  gxcu l[c lLv  I  yrcuL г ] }  - c lLv  ( N  g tcuL i )  =

E U  = 0, V(t\ t 2 ) е й 4 ,
■/ 2 j,

где (t , t ) = (t )- сеть параметров на поверхности параметров(6*)
/2,4/; 't=7/('t1') - радиус-вектор произвольной точки аппроксимируе
мой поверхности (б ) ; I  = I  (tL), N = N (tu) - тензоры второй 
валентности весовых параметров, задаваемых при расчете; а CL̂ (te)- 
контравариантные компоненты-метрического тензора поверхности пара
метров ( б  )  ; (Л? - область изменения параметров на поверхнос
ти (б*) ; CL= det (Ctpp_ дискриминант первой основной квадратичной 
формы поверхности параметров (б*) ; L - линейный симметричный 
оператор, соответствующий специально модифицированному уравнению 
продольно-поперечного изгиба пластины.

Модификация оператора уравнения пластины выполнена так, чтобы 
сплайн имел различную „жесткость" вдоль координатных линий и 
оператор L был симметричным.

От уравнения (I) перейдем к энергетическому функционалу

ФСг) = (Ь г , г )= f f(dLvI огаФ ъ  )*-*-
Я *  ~  d

+ Су ъ а А  г ) /V (угсик г ) ] d lo + J [г U г +

-5859
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где FI - внешняя нормаль к контурной линии Г * =  области 
параметров:

US = I j^C d iv  Ig r a A i ) -  N = Qt =  R.U), Uj, ̂  = Rj.,
0 — __

V  ̂  = ~ l d l v l  gxacl S =  T ^  =  M(t)- естественные краевые усло
вия дая уравнения (I), при которых оператор L симметричен; Q  , 
Т - дифференциальные операторы согласно предыдущим выражениям; 
u=u(t), v *  V(t), t e  г * - некоторые произвольные (функции, 
которые в дальнейшем могут быть исключены из расчетных уравнений.

Последний член в функционале (2) связан с рассмотрением беско
нечно малых областей в окрестностях узлов сплайна (t*-, ) , ^ =1,
2...., Ш  , в которых необходимо формулировать точечшые краевые 
условия вследствие „реакций" сплайна.

2. Если информация о рассматриваемой поверхности некорректна, 
т.е. содержит погрешности измерений, округлений или цредыдущих 
расчетов, то необходимо рассмотреть сглаживающий сплайн, удовлет
воряющий условиям стационарности следующего функционала:

Ф с и )  = ̂ Ф с г > *  £  (3>

где Ф(7) - функционал (2) , определяющий сплайн; Zj, = Z ( t j ,  ) , 
j- = 1,2,..., ГП - значения сплайна в его узлах; *Loj. > J- = I»
2....,П1 - аппроксимируемые значения поверхности (G5) ; -
параметр сглаживания (регуляризирующий множитель), назначаемый 
расчетчиком априорно или вычисляемый согласно методикам, изложен
ным в работах /5-7/; f>j, , j, = 1,2,..., ГП - весовые множители, 
назначаемые при расчете или определяемые по методике работы /8/;
ГП - количество аппроксимируемых значений поверхности (б) .

3. Рассмотрим интегральное тождество, определяющее обобщенное 
решение задачи (I) . Для этого умножим (I) на произвольную вектор- 
функцию р = р (t *“) и , интегрируя по области Sc* , получим в 
результате двукратного применения формулы Гаусса-Остроградского 
следующее интегральное тождество типа Галеркина:

(L  г, р ) = О



- 39 -

5?

или более подробно в виде

[Сd tor I  cjaacl p >( dtar I  gmcl г ) + 

^гси!p /у gxcuii ] da) = M  - p R ]
m P
2  p. R: , У ( р , г , ) б С *  1 Я * ]  ,i-i ° ®

/>*m
t
r-

где использованы обозначения, введенные для функционала (2).
4. Применяя дважды формулу Гаусса-Остроградского в левой части 

Тождества (4), полупим

J  [d lv l^ x a c£ (d lv l^ m d .p ) - d t v  N grcuL p J  г  da) =

- J , [  Щ : T i - p Q ^ - ^ T p . i Q p i d r *  (5)
P m _

* J  ■Рассмотрим фундаментальное решение уравнения (I), которое 
удовлетворяет следующему уравнению:

d t у  I cf'uvcL ( d tv  I  g xccd p* ) - 

- d lv  N у vx&p* = Lp* = - S $ ,

где p*= p* (t \  t ̂  ) - (фундаментальное решение уравнения (I),
<5  ̂= 8 ( t L , tt)-  функция Дирака.

Подставляя в (5) р = р* к . согласно фундаментальному 
решению (6) получим интегральное уравнение прямого метода гранич
ных элементов

т ъ .  т р - Ц -
Г m (7)

- Q P 4 ] d ^ - 2  р- Rj, ,
J"1

где С = I, ; С = i/2, V £ e  Г* /12/; k - произволь
ный постоянный вектор.

5. При рассмотрении функции Грина для уравнения (6) в некото
рой произвольной области П * с произвольными краевыми условиями 
на К  также получается интегральное уравнение (7).
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Здесь Л *  - область, полученная из области £?* дополнением 
до простейшей односвязной, для которой функция Грина получена и 
несложно вычисляется; К* - граница области Л *  , на которой 
заданы некоторые краевые условия для функции Грина. Отметим, что 
краевые условия на К* могут быть произвольными, лишь бы при них 
просто вычислялась функция Грина и обеспечивалась хорошая устойчи
вость вычислений.

6. В случае многосвязных областей параметров в выражения (2) 
(4), (7) войдут дополнительные члены с контурными интегралами по 
внутренним линиям Гу , L = 1,2,..., п. , где t l - количество 
внутренних линий.

7. На основе выражений (2), (3), (4), (7) возможны различные 
приближенные аналитические и численные методы построения или 
аппроксимации поверхностей оболочечных конструкций в зависимости 
от того, в каком виде задана исходная информация о поверхности и 
какой метод применяется для решения задачи прочности. При примене
нии аналитических методов необходимо задать значения радиуса-век
тора V ( t t)GS 2  в виде известных рядов с неопределен
ными коэффициентами, определяемыми из условий стационарности 
функционалов (2), (3) или уравнений метода Бубнова-Галеркина, кото
рые следуют из тождества (4).

фундаментальные решения (6) для случая I  )=  сош Л  ,
N ( f ^ c o / w t  получены /13/, и из уравнения (7) следует наиболее 
точный и эффективный алгоритм. Метод граничных элементов в варианте 
метода подструктур позволяет принять IC't1'), /У(t u) в виде кусочнс 
постоянных функций в пределах кавдой подструктуры. В результате 
существенно расширяется область применения метода граничных элемен
тов, в том числе для аппроксимации наиболее сложных составных 
поверхностей.

Применяя для аппроксимации в (2), (3), (4) кусочно-
полиномиалх.ные функции, получим систему линейных алгебраических 
уравнений метода конечных элементов для нахождения узловых значе
ний S-(tp) , дг (.tp  ) / d t j , д г (Ь р  ) / д Ь г , р = 1,2,..., т  ,
где гп - количество узлов расчетной сетки конечных элементов в 
области Q *  /II/.

8. При построении аппроксимирующего сплайна на основе инте
грального тождества к (4) необходимо добавить интегральное тождест
во для выбранного оператора аппроксимации. При построении аппрок
симирующего сплайна на основе метода граничных элементов к (7)
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необходимо добавить условие мшпщума среднеквадратичного отклонения 
по аналогии с (3).

9. Если краевые условия не заданы, то их необходимо вычислить. 
Наиболее общий метод вычисления краевых условий для любого из 
выражений (2), (3), (4), (7) может быть построен на основе принципа 
минимума суммы квадратов „реакций" сплайна.

10. При аппроксимации геометрий однослойных и многослойных 
оболочек переменной толщины применимы следующие два представления 
для радиуса-вектора произвольной точки рассматриваемого слоя:

i(tL l) = r \  ^ _________ Uг п . ь )  г к (iK_ tK+<) L (tc - t K)+ (tc - t K H ) J

+ у ~ Г, “t ” "t. к + у T
K^ C t KH - t K) L1 Ctc-tK)*Ctc- t KH)J *

( 8)

-  i
+

г { 1 \ t)= г„

(tc-tK> + ( t c - t KH) ’

C t ^ 1-t)z[2Ct - t K ) ^ d KJ

(t -1 к) [ 2  (jbjoj - 1 ) + d к ] 
d 3K

^ 1С-К + У - Як J . / q \
г к ч  JJ—  + ^

-/ (tK+y-t)2(t-t«) (t-tK)Z(tK+i-t)
" d i  V , -  y r  .

V t e  [ i K,iK* J  , к = 1 ,2,..., ц, ,

где |г - число слоев многослойной оболочки; t - выбираемый рас
четчиком параметр, соответствующий третьей координатной линии;

пока неизвестный вектор; d K= t K»1 - t K .
К = 1,2,..., п. - толщина слоев в области изменения параметров. 

Для многослойных оболочек коэффициенты ъ 'с , ъ 'к , 1ъ 'к + 1 
в (8), (9) могут быть вычислены методом векторных конечных разнос
тей или в результате построения векторно-параметрического кубичес
кого сплайна /14/ по параметру t .

Для однослойных оболочек в (8), (9) естественно принять сле
дующие выражения для векторов:

S = K ’ К Ч ’ (10)
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(II)

где к =1,2,..., П .
При необходимости можно ввести в рассмотрение векторы единич

ных нормалей (П,)е соответствующих поверхностей t  и приравняй 
их к производным по параметру t согласно выражениям

Далее, в результате применения гипотез теории многослойных 
оболочек и соотношений теории упругости следует система параметри
ческих дифференциальных уравнений деформирования в криволинейных 
координатах. Выражения (8), (9) полностью определяют геометрию 
однослойной или многослойной оболочки.
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УДК 629.7.015.4:539.3

В.Б.Карякин, Х.С.Хазанов

ОСЕВОЕ РАСТЯЖЕНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ПОДКРЕПЛЕНИЕМ КРУГЛОГО. ВЫРЕЗА

В /1,2/ рассмотрена задача о подкреплении выреза в цилиндри
ческой оболочке кольцом переменного сечения. Необходимость ее ре
шения возникает в следующих случаях - при стремлении либо снизить 
массу подкрепления при заданном максимальном уровне напряжений в 
конструкции, либо уменьшить уровень концентрации напряжений при 
заданной массе кольца путем перераспределения его материала.

Наиболее технологичным является подкрепление постоянной тол
щины. Переменности сечения можно достигнуть путем изменения формы 
внешней границы кольца, а также формы выреза, если это допустимо 
о точки зрения требований, предъявляемых к конструкции. В /I/ при
ведены результаты расчетов для случая эллиптического выреза и 
круговой.формы внешней границы кольца. В настоящей статье представ
лен анализ исследований влияния на напряженно-деформированное 
состояние оболочки изменения формы внешней границы подкрепления 
круглого выреза.

Подкрепляющее кольцо может быть по-разному расположено отно
сительно срединной поверхности оболочки. Рассмотрены три случая - 
когда общими являются срединные, наружные или внутренние поверх


