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тивных скоростей, а также для движения корабля при морском волне
нии использовать уравнения нерегулярной качки с учетом вероятност
ных характеристик волнения.
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АНАЖЗ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ НЕОДНОРОДНЫХ ВЯЗКОУПРУГИХ 

КОНСТРУКЩЙ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕГЛЕНТОВ

Традиционный подход решения задачи вынужденных колебаний вяз
коупругих конструкций основывается на разложении решения в ряд по 
формам собственных колебаний упругой конструкции. В случае, когда 
деформируемые элементы обладают различными вязкоупругими свойства
ми, такой подход может оказаться неприемлемым, так как собственные 
формы упругих колебаний не образуют здесь пространства нормальных 
векторов.

Предлагается использовать пространство нормальных форм, полу
ченных при решении задачи свободных колебаний неоднородной вязко- 
упругой конструкции. Для дискретизации конструкции используется 
метод конечных элементов (МКЭ), который позволяет представить неод
нородную конструкцию в виде единого тела, состоящего из множества 
упругих и вязкоупругих конечных элементов. Свойства вязкоупругих 
элементов описываются в рамках линейной теории вязкоупругости. 
Используется дифференциальная форма связи напряжений и де^рормаций. 
Для изотропного вязкоупругого элемента матрица вязкоупругих опера
торов определяется двумя дифференциальными операторами, а в случае, 
когда коэффициент Пуассона ( О ) является действительной констан
той, достаточно использовать один оператор. Связь напряжений и 
деформации описывается при этом соотношением:



г  =  - ^ Б " ' е ,  ( I )

г ЦП £ -  вектор деформаций, Q -  вектор напряжений, D -  матрица
viipyrnx констант, Е* -  дифференциальный оператор.

В большинстве случаев ограничение = СОИ,-it  не является 
"ИЛЬНЫМ, так как коэффициент Пуассона обычно слабо меняется в про- 
косее деформирования. Это тем более верно для несжимаемых или почти 
иоожимаемых материалов.

Представим дифференциальный оператор 1 / Е  б  виде суммы дробей

л  к -  "  А Д ’ (2)

II вектор деформации в виде набора

£ - £ , - 5 , * . ( 3 )

£ - — Ц з - Л  в .
А- 1- В-

Вектор узловых перемещений конечного элемента также представ
ляется в виде суммы слагаемых;

^3Y  ̂  ̂  ̂^ ^0 у
где В. -■ матрица деформации конечного элемента.

Уравнения, описыващие поведение вязкоупругого элемента, 
получаются путем минимизации функционала

?) = | £ " s d V - | f ’ ' j 3 - | ^ C f ) d V - ] f " p d V ,  (5)
V У V

где j- -  вектор перемещений элемента, р  -  плотность материала,
р  -  вектор внешних сил.

Вектор перемещений связан с вектором узловых перемещений
J" = А/^э , —  (6)

где -  функция фор«ы.
С учетом (3) и (6) функционал Z  может быть записан в виде

{ ( А г  .
V

+ { ] Л / р  A/ dV }  -  ( J j  ] / ^ ^ P d  V.
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Минимизируя функционал рС по параметрам с учетом (4) ,  
получим системы связанных матричных уравнений, описыванхцих колеба
ния вязкоупругого элемента:

ГТ? '̂ =

(7)

где Ш -  матрица масс элемента, к  -  матрица жесткости упругого 
элемента, вычисленная при единичном модуле ухфугости, -  вектор 
узловых реакций и внешних сил.

В общем случае (7) переписывается в виде

^З^ЭЗ ~ ^ э з  ’
где n ig  . Cg , k g  -  матрицы масс, вязкости и жесткости вязкоупру
гого элемента, содержащие в качестве подматриц упругие матрицы ш  
и к ; ^32 -  вектор узловых перемещений вязкоупругого элемента;
f?3g -  вектор узловых реакций и внешних сил вязкоупругого элемента.

При решении задач динамики диф^)еренциальный оператор Е необ
ходимо выбирать в таком виде, который позволил бы достаточно хоро
шо аппроксимировать в требуемом диапазоне частот экспериментально 
найденный комплекоршй модуль вязкоупругогг' материала. Если Е 
представлять двумя слагаемгс.си суммы ( I ) ,  то матрица вязкоупругого 
элемента удобно формировать так, чтобы матрицы жесткости и масс 
опреде>1ЯЛйсь параметрами действительной части, а матрица вязкости 
-  параметрами мнимой части комплексного модуля оператора Е . Мат
рицы вязкоупругого элемента при этом имеют вид

в:т -
+ Аг А< + А ;

Cs =

А ,- А .

B, Ai 1
- U

Ai^Ai
к

~Вз а Г- V i A5~

Ai - A:

A . ^ A i

О

О
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fes =
Ajfe; Azk  

Ajfe 4A,+Ai)fe

3s
’ PJ

«33 =
R,
0

где 3 , Ba ~ коэффициенты дифференциального оператора,
определяющие действительную часть его комплексного модуля; Aj , & з -  
козффициеяты дифференциального оператора, определяющие совместно 
о коэффициентами А, , Аг. , , 62 мнимую часть комплексного мо
дуля.

ПрестлущестЕом такой форш представления является возможность 
парьировать шестью коэффициентами при аппроксимации вязкоупругих 
характеристик материала, а недостатком -  несимметричность матрицы 
вязкости.

Таким образом, задача о колебаниях неоднородной вязкоупругой 
конструкции сводятся к решению ди(рференциального матричного урав
нения второго порядка

MS (8 )

путем увеличения числа степеней свободы вязкоупругих элементов. 
Здесь М , С , К -  матрицы масс, вязкости-и жесткости неоднород
ной вязкоупругой конструкций, S -  вектор узловых перемещений, F  -  
вектор внешних сил.

Решение уравнения (8 ) ищется в виде линейной комбинации век
торов, полученных в результате решения задачи свободных колебаний 
конструкций

P C * K ) S = 0 . (9)(Р^М
Это задача действительных и комплексных собственных чисел и 

векторов. Так как матрица вязкости несиглметрична, то необходимо 
вычислять левые и правые собственные вектора.

Первоначально решение уравнения (9) ищется без учета матрицы 
С , то есть решается уравнение

( K - j \ M ) X  = 0 . (1 0 )

Это задача действительных собственных чисел и векторов, Собст
венные векторы уравнения (9) ищутся в виде

( У г - Д г
8 - 4 7 0 8

рь , У
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где Д -  матрица собственных векторов згравнения (10 ); Zp. , 2 ^ ,-г I» t
собственные векторы левых и правых обобщенных координат.

Векторы Zp и Z е определяются уравнениями

( р Л * Р Л 7 л * S ? ) Z p  -  о 

( р Ц *  р д ’' с ^ л *  - О ,
где I  -  единичная матрица, Q  -  диагональная матрица квадратов 
собственных чисел уравнения (10 ) .

Преимуществом такого подхода решения уравнения (9) является 
то, что задача комплексных собственных чисел решается для матрич
ного уравнения невысокого порядка.

При найденных собственных числах к векторах уравнения (9) 
решение уравнения (8 ) определяется по формуле

Здесь -  обобщенные координаты, определяемые из решения
дифференциальных уравнений вида

Описанный метод демонстрируется на примере решения задачи 
Еыр?ужденных колебаний вязкоупругой цилиндрической оболочки, защем
ленной по краям, которая нагружается внутренним давлением P = P^swU 
Расчеты проведены при следущих значениях п а р а м е тр о в :=I,K/R =0,02 
р  = I ,  Е = I ,  ') = 0 , 3  , b/R := 4. Здесь R , L , h. -  радиус, длина и 
толщина оболочки; Е , р  ,  ̂ -  модуль упругости, плотность, коэф
фициент Пуассона материала оболочки. I

В работе / I /  исследована подобная оболочка. Вязкоупругие свой
ства оболочки описаны интегральным оператором вида

"Ь
Е ( У ) - Е  r ( i ~ s ) y c s ) d s ^

-  оо
, U-i

где r ( t - S )  = Ae (i-S ) , y( . t )  -  произвольная функция времени.
В работе / I /  рассмотрены две комбинации параметров: первая -  
А = 0,01 , р  = 0,05 , о(. = 0 ,1 ; вторая -  А = 0,048 , р  = 0,05 , 
d  = 0 , 1 .  Первая комбинация паргэметров описывает маловязкий мате

риал, вторая -  вязкий. На рис.1 показаны действительные и мнимые 
части комплексных модулей, соответствующих интегральным операторам: 
описывающих маловязкий и вязкий материал. Здесь же приведена их 
аппроксимация дифференциальными операторами с шестью коэффициен
тами. На р и с.2 представлены амплитудно-частотные характеристики
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перемещения точки Х = ^/2 , отнесенной к статическому прогибу упру
гой оболочки. Результаты представлены для двух случаев вязкости.
На этом же рисунке показаны амплитудно-частотные кривые, получен
ные Б работе / I / .  Сравнение результатов показывает хорошее совпа
дение.
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КОНСТРУКЦИЙ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ

полетные вибрации тонкостенных конструкций летательных аппара
тов (ЛА) чаще всего вызываются нагрузками в виде случайных сил или 
полей пульсаций давления, спектральная плотность мощности которых 
охватывает весьма широкий диапазон частот. Уровень этих нагрузок 
все более возрастает в связи с увеличением мощности двигательных 
установок, ростом скоростей полета, близостью расположения полез
ной нагрузки к источникам акустического воздействия.

Как показывает практика / I / ,  повышенные уровни вибраций оказы
вают сильное влияние на надежность элементов бортового оборудова
ния, на характеристики усталостной прочности элементов конструкции. 
В таких условиях прогнозирование уровня и спектрального состава 
полетных вибраций, особенно на ранних стадиях проектирования, ста - \ 
новйтся актуальной задачей, решение которой требует развития рас
четных методов.

В идеале метод должен быть достаточно простым, экономичным в 
употреблении и должен давать реалистические значения тех рассчиты
ваемых характеристик, которые важны с точки зрения проектирования.

Опыт расчетов вибронагру^йенности конструкций ЛА в полете пока
зывает, что к настоящему времени вследствие сложности рассчитывае
мых объектов и внешних нагрузок в практике проектно-конструкторских 
организаций, в основном, применяются эмпирические методы, основан
ные на пересчете данных, полученных при летных испытаниях. Эти 
методы дают большие погрешности при серьезных модификациях конст-


