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АЛГОРИТМ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 
НЕЛИНЕЙНОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ И УСТОЙЧИВОСТИ 
ШЮТРУКТИВНО-ОРТОТРОПШХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Разработан алгоритм исследования нелинейного 
деформирования и устойчивости конструктивно-орто- 
тропных оболочек при произвольном неосесишет- 
ричном нагружении. Учитывается момеятность и 
нелинейность исходного напряженно-деформирован
ного состояния. Задача решается методом конечных 
элементов в перемещениях. В качестве конечного 
элемента выбран криволинейный прямоугольный эле
мент цилиндрической оболочки. Система нелинейных 
алгебраических уравнений равновесия решается 
методом Ньютона-Канторовича с использованием 
шагового метода по нагрузке. Критическая нагруз
ка находится с использованием энергетического 
критерия устойчивости. Исследована устойчивость 
ортотролной оболочки при неосесимметричном внеш
нем давлении.

I .  Конечный элемент оболочки
Рассмотрим круглую цилиндрическую оболочку радиуса R , длины 

, . толщины Я  . Оболочка часто подкреплена продольным и попереч- 
jm набором прямоугольного поперечного сечения шириной Й и высо- 
эй О. с шагом d . Оболочка нагружена цроизвольной системой 
эверхностных нагрузок ( X  , ^ ) ,  локальных сил Р ец и моыен- 
ов МСь , погонных контурных сил Р к  ̂ и моментов М к L . Индекс 
= 1,2,3 соответствует направлениям осей X  , ij, , Z соответст- 

знно. Оболочка по окружности разбивается на (г , а по дошне на Щ

эпросы прочности и долговечности элементов авиационных
энструкций. Куйбышев. 1990



конечных элементов.
Используя решение / I/ , запишем выражение для полных перемеще

ний оболочки:

U -  с(, $*1* +  * 3Ч +  ^  s  ~  <*ы  С ,

V ‘ d 5 ^ 4 ^ ^ c * o ( 7 r i * c i B-c( g o ^ S ^ „ C - ^ S ,

• u r - o ^ y * ^  * V *

+ * »  ¥ * £ + * ,, ;  1 *4 *  *16 ^  + *17 4 * **1 1 $ %  +

+ * , з Ч *  * z A C + * z i ' l + * Л  '  * i 3 S * * г ч С *

+ c/g £ S 5 C = C 0 4 l f ,  KZ* R ~ \  ( I . I )

где £ - KaX ,  /2 =lf, U = K a u ' ) V = K 2 T/', w -  K2 u r\
В матричной форме ( I . I )  имеет вид

u= Pc^,  ( 1 .2)
где U = {  U , V , U r}-  вектор перемещений точек элемента, Р - мат
рица связи порядка 3 х 24, о(- {Ы, } - вектор неизвестных коэф-
фициеятов полиномов.

Используя решение /2/, запишем выражение для перемещений, 
деформаций и потенциальной энергии конечного элемента

u - p . q , р , = р в  [  е = А и ,  £ = £ , .  е П7

П . и , . и г . Ц - Ц - А ,  3,

Ч - и / т / е Д ® .  Ч - 1 Л ^ £ Д 5 ,
S S

W , 4 l - f T ( i ^ s ,  A - J J ^ u d s . f R X d i . R X ,
S S i

где U- {U i , ,U  ,or. , w ^ t , ^ , . . . , и к ,...,иЛ
вектрр узловых перемещений конечного элемента, В - матрица поряд
ка (24 х 24) , £ = {  £1 , £а , £3 , ^  }  ~ вектор деформа-
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ций и кривизн конечного элемента, О, = (  ty,1 , 0,г }-  вектор внеш
ней поверхностной нагрузки, R K = f  РК( , Мм , МКг ,

• И* = i Ч  • Pti • * M€j,, Mt j } - векторн кон
турных и локальных сил и моментов, Цк = { и, гГ, VJ, , го̂  VĴ  }>
U {и иг.
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Зашппем согласно /2,3/ статические соотношения для конструк- 
гивно-сртотропной оболочки:
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В общем случае параметры O' , t>*L , dL продольного и попе
речного набора являются функциями продольной координаты х  и попе
речной координаты ^ .

Суммируя потенциальные энергии отдельных элементов, получаем 
полную потенциальную энергию оболочки.

2. Уравнения равновесия оболочки

Систему нелинейных алгебраичесгах уравнений равновесия для 
оболочки получаем согласно принципу возможных перемещений



Используя решение /2/, получаем 
mxn
2  [ ( K ^ K ^ 2 K ^ K a ) Q - Q - Q K- Q J = 0 ,
i=<

- 7 -

где
( 2 .2)

K u - ( B ‘ , ) j f p TA ^ D A £ P d s  Ъ ,

f r̂ J J P TAe  U ^ B P ' d s  B“ f,
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S S
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0
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0 > D - В,г
0

В 2г

0

0

B33. (2.3)

t pK V ( p V  ( p « v ( p \ ) .  CPK) , r ( P ^ f 

CPkV C P * ) * ,  ( P ’‘V CfV \ ’

( P " ^ej-=  ̂^ 4  ^\4 ’
£ , Ч в индексах означают дифференцирование.

Учитывая условие совместности перемещений согласно /2/ и гра
ничные условия, получаем систему нелинейных алгебраических уравне
ний равновесия оболочки

K u ' - Q - D ,  (2.4)

где К - матрица жесткости оболочки, ленточной структуры, получа
ется суммированием элементов матрицы К = К и + К < + 2К^ + Кг 
с использованием матрицы индексов, Q - вектор обобщенных узловых 
сил оболочки - получается сушированием элементов вектора Q=Q+QK+Q  ̂
о использованием матрицы индексов, Ц1 - вектор узловых перемеще
ний оболочки.
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3. Алгоритм решения уравнений равновесия

Для решения системы (2.4) воспользуемся методом Ньютона-Канторовича 
Для этого представим, что для ГЪ-го приближения невяака уравнения
( 2 .2)

(Ku+K,+ 2K< + K2) D - Q - Q k -Q^ + 0. (3.1)

- п. -
Узловым перемещениям U дадим приращение й и разломим

у ( 0 " '  + А )  в ряд Тейлора в окрестности U ' , т.е.

у с а * - д ) =  у  ( й Л ь  + (3.2)

Сохраняя в (3 .2 ) первые два члена и полагая, что выбранное
приращение Д обращает невязку у  (Ц + Д )в  ноль, получаем уравнение

(3.3)
Э й *  

a v c u '1)Производная — dQ~B'~ является матрицей вторых производных 
потенциальной энергий оболочки и получается из второй вариации в 
следующем виде:

(ПЛ\ mutt
=mf  J [ (вт tTse^  $ г \  st  - s i l  ъ и

a u i- i JSJ

5 6 T B T^ T » ) c j s  = 2  ( k u - k j + k 4 - k 2) ,

(3.4)

где

Ku=(B~')TJ }P TA1t DAePds&~', K<-(B"')t JJp X j)*B P ,Js B ',1 
s s

S»“  (в ') rJ J ( P ') rT.p P'dsB V Tt V f , .

T „ -

s

T -m. ^зл Г
" II T,K Тзк >

Tjn, 1 2П, . .Тзк T гк j

(3.5)

Т * = Б А г Р В и ц,  T K= B r D B ,  Ta = ± D B S .
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Учитывая условия совместности лервмещений и граничные условия 

ак в п .2 , получаем

д- нд = Q-K(u ' ) "\  (з.б)
Э й " ’

де Н - Гессиан сиетеш, ленточной структуры, получается сумаи- 
ованием элементов матрилц Н = К и + К 1 + К [ + К г с исдсльзо- 
аниеы матрицы индексов.

Дополняя (3.6) уравнением
( К ' ) №- Д ,  (3.7)

тыс киваем решение системы нелинейных алгебраических уравнений рав- 
овесия следуввда» способом. Задается небольшое значение параметра 
агрузки. За нулевое приближение берется решение линейной задачи, 
ыполняется итерационный процесс по схеме (3 .6 )- (3 .7 ), в котором 
атрица Гессе насчитывается один раз после первой итерации и не
.сменяется на других итерациях. Далее нагрузка увеличивается. За
улевоо приближение берется решение с предыдущего уровня нагрузки, 
ыполняется итерационный процесс. На каждой итерации система линей- 
ых алгебраических уравнений решается методом Крауда с использова- 
ием разложения Н = L D L /4/. Решив систему (3.6),  найдем все 
омпоненты нелинейного исходного напряженно-деформированного со- 
тояния.

4. Устойчивость оболочки

Для оценки устойчивости исходного состояния оболочки восполь- 
уемся энергетическим критерием устойчивости, согласно которому 
авновесное состояние устойчиво, если $аП > 0 , и неустойчиво, если 
S Л <0. Отсюда следует, что для устойчивого равновесного состоя- 
ия согласно критерию Сильвестера требуется положительная ощреде- 
енность матрица Гессе Н . что в свою очередь требует пслокитедь- 
ости всех главных миноров матрица Н . Если хотя бы один минор 
зияет знак, то равновесное состояние становится неустойчивым, 
зменение знака манора равносильно изменению знака элемента матри- 
j D в L B L  разложении Ц , что легко контролируется в вычис- 
ительяом алгоритме без дополнительных затрат машинного времени.

После того, как найдено значение параметра нагрузки, при кото- 
ом равновесное состояние неустойчиво, отыскивается форма потери
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устойчивое т е  оболочки из решения систеш

Н $ = 0 . (4 .1)
_Для этого определяется одна из линейно зависимых строк ыатри- 

щ  Н > для которой минор становится отрицательным. Эта строка и 
соответствующий столбец матрицы Я заявляются. На место диаго
нального элемента заносится единица, а в правую часть переносится 
столбец, умнокенанй на заданное перемещение.

5. Пример. В качестве примера и для проверки правильности 
алгоритма исследована устойчивость подкрепленной шпангоутами круго
вой цилиндрической оболочки при однородном и неоднородном внешнем 
давлении. Оболочка имела L = _L/R  = 2, R/  h, = 100, а подкрепле
ния размеры: Op = ap/ k  = 8 , &р = &р/ К  = 2, dp = d p //? = 0,165.

Исследовалась устойчивость сигвлетрично-подкрепленной оболочки, 
неоднородное внешнее давление изменялось по закону

% = coup ) .
В случае однородного внешнего давления результаты исследова

ний сравнивались с решением /3/. Отличие в решении не превышало 5%.

Рис. I
В силу плоскостной сишетрии внешней нагрузки из оболочки 

вырезалась четвертая часть, которая в продольном и поперечном на
правлениях разбивалась на (г криволинейных прямоугольных конечных 
элементов естественной кривизны.

На рис.1 представлена зависимость безразмерных параметров
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кр ^(кривые I) и Kp -  (кривые 2) в зависдаооти от
параметра q p , где q/ -  критическая: амплитуда неоднородного 
давления, С£ё и q g -  верхние критические давления гладкой /5 /  и 
подкрепленной / 6 /  ободочек. Сплошные крише соответствуют решению 
фи линейном исходном яадряженно-деформаровазшш состоянии, душс- 
гирные -  нелинейном состоянии. Видим слабое влияние нелинейности 

- 5 %. С увеличением ар , жесткости додофвшмюцих шпангоутов, 
гараметр к р возрастает и тем значительнее, чем ашпе параметр ар .

В отличие от к р параметр к* с увеличением а р падает и для 
Up > 4  практически не зависит от ар и равняется единице, т .е . 

п этом случае при расчете по ср6 /6 /  неоднородное внешнее давле
ние можно заменить амштатудным внешним давлением. Наибольшая по
грешность при расчете по ^ & имеет место при малых значениях 
параметра ар < 4 и равняется порядка 10 * 25 %. На рис.2,3 пред- 
ставлены формы деформированной поверхности оболочки в исходном 
цокритическом состоянии и форма потери устойчивости оболочки. Обо
лочка в исходном состоянии деформируется по одной волне. Форма 
потри устойчивости носит общий характер с офазованиэм 2-х про
дольных складок на боковой поверхности оболочки.

Го
Рис. 2
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На рис.4 представлен график сходимости решения по параметру ц . 

Нидим достаточно высокую скорость сходимости решения.
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(УЮВИЯ СОЧЛЕНЕНИЯ ДЛЯ ПОДКОНСТРУКЦИЙ 
I РАЗЛИЧНОЙ ИДЕАЛИЗАЦИЕЙ

На основе вариационного принципа Лагранжа цри 
использовании усилий взаимодействия между смеж
ными подконструкциями в качестве не зависших 
переменных получены условия сочленения для час
тей конструкции, в которых используется различ
ная идеализация. Показано, что для данных усло
вий имеет место неоднозначность, а параметры,

)цриш прочности и долговечности элементов авиационных
мютрукций■ Куйбышев, 1990


