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АЛГОРИТМ ИССЛЕДОВАНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
И УСТОЙЧИВОСТИ ПОДКРЕПЛЕННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 

ПРИ НЕОСЕСИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ

Метод конечных элем ентов широко и сп ол ьзуется  в зад ачах  
|||и)чности оболочек. К задачам  устойчивости  оболочек метод начал 

Активно применяться сравнительно н едавно , хотя  первые работы 
| носятся к  шестидесятым годам  [ I ,  2 ] .  В большинстве работ задачи  

, спались в  рамках классической  с х е м ы ,т .е . при однородных исходных 
««пряженных состояни ях . В семидесятых годах  появились работы [3 ,4 ] ,  
■ которых учиты валась неоднородность напряженно-деформированного 
"стояния оболочек, обусловленн ая  влиянием граничных условий. В 
'пботах [ 5 ,  6 ]  рассм отрен  случай  дей стви я  неоднородных осесим м ет- 
•ичных н а гр у зо к . У стойчивость подкрепленных оболочек при однород
ны осесимметричном нагружении с частичным учетом моментности 
ьходного состояния (б е з  у ч е т а  искривления образующих) и с с л е д о в а - 
1йсь в [ 7 ,  8 ] .  В данной с т а т ь е  р азраб отан  машинный алгоритм  
и следования нелинейного деформирования и устойчивости  подкреп- 
пнных стрингерами и  шпангоутами цилиндрических оболочек перемен
ой толщины при произвольном неосесимметричном нагруж ении.У чи- 
ивается нелинейность исходного напряженно-деформированного 
•«стояния, н ерегул ярн ость  и д и ск р етн о сть  подкреплений как  по 
родольной, т а к  и по окружной координатам . Система нелинейных 
лгебраических уравнений р авн овеси я  реш ается методом п о с - 
цдовательных приближений в сочетан и и  с шаговым методом по 
мгрузке. З ад ач а  устой чи вости  реш ается в рамках стати ческого  
ритерия устой чи вости  с учетом  нелинейности исходного состояния 
болочек.

I .  Уравнение нелинейного исходного состояни я. Р ассм атри ва-
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ется задача нелинейного деформирования и устойчивости подкреплен
ных вдлиндрических оболочек типа отсеков фюзеляжа самолета, 
нагруженных системой поверхностных сил .локальных-
р'к , , Р^ и моментами - Оболочка разбивазт-

ся на 1 четырехугольных криволинейных конечных элементов, £ 
- прямолинейных и к криволинейных стержневых элементов (рис«!).

Рис. I

Согласно [ I ] зададим перемещения точек элемента полиномами, 
которые учитывают перемещения элемента как жесткого целого

и($ *<ХЭ ? *с<,-о(43-¿м(с-«¿0)

* ’■®^ггЧ,г*в^гэ® * $-СИ|Ь

к2 = К , ^г^2,х? Сг

и = кги\

(1.1)
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В жтрнчиой форме (1.1) имеет ввд

5*  Рв(,
где Р - матрица сачзн, г вектор 

коэффициентов полиномов, У » [У, V. 'Ш]7 ~ вектор 
точек конечного элемента.

Используя решение работы [2], получаем с точностью до величин 
четвертого порядка глалости выражение для перемещений и потенциаль
ной

(1.2)
неизвестных 
перемещений

энерют конечного элемента:

11 = ^0, П» W(* Wj. W,*V t-A
г

й S (1.3)

где
ПЫХ v_-------- __  . 7 , ио ь-(, , WV-

W- Л,
Щ| , IZf? Ilf •) • ■ • }'УГ...... T'fiTfTnTi ^я.тпяу папамашанйй жонтшлгп

элемента, Vf:

А.Д^ги</«.Ак*Л в,
Ак - работа погонных контурных сил, - работа сосредоточен™ 
узловнх см, Р^ - матрица порядка (3x24), У =[У;, ,

**- . "Цгм ,} ,. ■ /ИХьфпГ “ вектоР Узловых перемещений конечного
гА л?к, координаты в индексах означают дифференци-

рование. Запишем выражение энергии деформации и работы внешни:« сил 
для элемента шпангоута ( р « Ш ) и стрингера ( р ~ С )

4 л Т

~ Т, 8,
■да Тр=['Г?>У “ “
подкреплений,
иодареиеий,

\ А?* (1.4) 

¡pi» “ вектор внутренних усилий элемента
lf?«[ £р, 7pi, вект°Р деформаций элемента

п у- вектор погонных контурных сил, 
ирнлоаеиннх к элементу подкрепления, ¿L*[Up ? Vp.W'p] - вектор 

перемещений точек центров тяжести сечений элемента подкрепления, 
Д g — работа локальных сил-, приложенных к элементу подкрепления.

Кинематические и статические соотношения дая элемента 
подкреплений игзеют вжд
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ИЛ 
л».
О-^Ьг()„-кг{г()-Ьгу

О 1ркг£((

(1.5)1

'0 Ц 0 ’ЕГр 0 0 0 1
0 0 “кг ()ц

В а 0 ЕЗр, 0 0
0 0 - фкг( )|у > "р 0 0 Пр 0

;М 0 0 О 0
"Г

0

ир=
Здесь:

Ц, У^гГ?, ^=кг Шр,

= , €гСО5е(, ¿,.б1ис(, ф - ? £ = ^гЦ

£ - эксцентриситет подкрепления; </ - угод между главными осями 
инерции поперечного сечения подкрепления и локальными координата-4 
ми оболочки (фиг. 2); Ер , ^р , 3р1 , ~ площадь сечения!

полярный момент инерции, максимальный и минимальный моменты инер
ции сечения элемента подкрепления; Ер , - модули упругости и
мо,пули сдвига элемента подкрепления.

Представим 8рп в виде

£рп'[£рп > +

^Ш4В ЭД|ц)(р,

Проделывая несложные преобразования в (1.7).подставляя
в (1.7), находим

(1.7)'

(1.8)
(1.8)

£ц|П=^Г2‘{^(ий/) *1  I

2 {^г'2£^ П.|
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Оставляя в выражениях для , £сп
■цоржащие квадраты углов поворота U| , Uip , 10$

|)u, , получаем

 ^UJii ~ ~ЦГ V ((Чш){р + ('ЦГш)ф +

Следовательно:

главные слагаемые,
, Щ , Vf ,

(I.10)

(I.II)

Согласно рис. 2 находим

v^u+ёщ

шс*Еш<-^у*е^иг у,
111)07

(I.12)
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£ -i-V^lUh" 2

Пренебрегая
нению с Ш/ , Z
f . Ч! Дг

= ^5 0

.0 '“’f
г

(I.

где Р*  , | £

ка (2x24):

Чг^.,
В матричной форме

| g- * 2ё L/у * 2 £• Vty 62Ш^*6  J

^Uj ♦ Vf-> 2eVfW(lf •» Jeuj'w^ <• ёг- шД*ё !ич

[ величинами в фигурных скобках как малыми по j
, , получаем

с- ‘I ъ
^еп® } '1

р?«р;в‘*/ * “4 u > rZ О ?
Рг ~ матрицы порядка (1x24), P

% ’

- матрица

0
1
Ф
0

?

Подставляя (I.I6) в (1.5), находим
n> j

(X

ёргАрй»(Аре +АрМ)и, ТрвВрСДр^+А
/ Я* /V

А рпг Арп ^р •

Полученные выражения используются для записи уравнения щ1
циальной энергии элемента подкреплений, которое представим в 

p?

Пр s Цн + Цр2 + Ц,з * ta/p4 - Яр

jtp^£pic/^, Wp2-

Ap*l^p^p  .
Суммируя потенциальные энергии отдельных элементов,

иную потенциальную эрергию оболочки

• J’ (IV4*  Ц * Ц*Ц-А) +.£ (Wp< ♦ IVpZ* kps*  IVp^-Ap).

(I.18)

получим

. . , . г. . . ■ С-19)
(выполняя варьирование в (1.19), согласно принципу возможных

|Н1мещений ( &Ц = 0), с учетом (1.13), (1.14) получаем следую -

|| систему нелинейных уравнений равновесия для оболочки:

pi+-2Kpi +

(1.20)

i*2

(I. <

|sio

-4

|г£0

(I.2I)
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Ч»8±6

Ч> = ±£

Т)*=ЬЬ-,  ог-^—
ВЛ 2йт ’- и<* 2 *"И1  &'■

У, » 0.К “ векторы поверхностных и контурных сил, приведении
- вектор локальных сил.

перемещений в узлах конечных элемея

V

ки - { к!2 (В’У] РТ(ЛС* )ТД*  -иг? В-'(

к«={вАгг(в'<)тВрГ)т-ш-{в>?р;^в'<|

Б=ЩВ, Вш=м5ш, Ье=д5с, АД)]’ЛД1,Д 441

Ащ$[4,1*],  А^2хАс^[с], 1в4/2(3
т\*  _ Еш Еш

с У

узлам;
Условия совместности

имеют вид
-с г.Н -¡,-п -ь-лч
и. »И; =ик =и„ ,
ГС Г|Н. Г|^п-Г1'’’мик = ил »14 =и; ,

где (¡¡¡2 ) = [ик, ТГК, ги-И, ,......
ремещений К -го узла Ь " 1 -го конечного элемента,
означает число конечных элементов по окружности. Учитывая (I.
и граничные условия согласно [2], преобразуем систему (1.20)

виду

(К + К<+2К1 * К2 + Кр+Кр^2Кр< + Кр2)и = Й + йр.

-I ~ 1-1 л(,-п
=йп =ик

Ип’ик , 
- вектор узловых 1

‘ , 11 -вве
г

(I.!
Здесь К. , Ир, - матрицы упругой жесткости оболочку

подкреплений, , Кг » , Кр2 - матрицы геометричес
жесткости оболочки, й. - ъ - векторы обобщенных узловых
оболочки. „

Матрицы К , Кр , , Кро К2 , Кр2 имеют трехленточ]

блочно-диагональное строение, размерность блоков которых ра
6 х ( П + I).
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Решение системы (1.23) строим методом последовательных 
приближений в сочетании с шаговым методом по нагрузке. Задается 
ипбольшое значение параметра нагрузки. За нулевое приближение 
орется решение линейной задачи.Выполняется итерационный процесс, 

и котором нелинейные слагаемые берутся из предыдущей итерации.
Система (1.23) в методе последовательных приближений имеет 

МИД

Ки'.й', к'-к*к р
- - - -Т - _ - г С-24)

На каждой итерации система линейных алгебраических уравнений 
решается методом квадратного корня по схеме Холецкого [3]. Решив 

истему (1.25), найдем все компоненты нелинейного напряженно-де- 
]»>рмировашюго состояния оболочки.

2. Устойчивость оболочек. Используя энергетический критерий 
устойчивости

Н£ги)--о, (ад,
получаем

«() • У ® ‘ «8 (^ч ^4« *
| *5' гир!* ^2УрС}^и,= 0- (2.2)

Выполняя варьирование в (2.2), с учетом (1.20), (1.21),
(1.22) и равенств

£г£л4в£ё, 5г£(л.8ш^«г{, (2.3)
походим

(Ки*кХ) Т*К г0)«й*.Е(К р*К р°<ЦКр’<)Т* Кр’г)(?й] =о (2.4)

к’ = ВДг2(В',)тДРТЛеТП*В°Р*с(зВ ’<
$

и.0607



 

 

 

 

 

(21

т;
’ Т° тв

Нир Нир
гг» О “У* б'

, (В’)т* ти{° 0 ™° '
ж ® 0. Т»ир ир. 0 V» га{

тг°кР • тгг * у  «( ( < А ( К 3 + 1 К » ) ( ) г

и Р ’ Т-3> ( г к с к2) ^ ш ;
= Тше*- уВш (ги'̂ )2, ^сг ^е* г‘^с*(^)г

« ,-> . 1 4 .  к ,.М ,
К3‘ | (М )К ,.

Индекс " 0 ” означает исходное состояние. Матрицы Кц , Кц 
К с  имеют вид (1 .2 1 ).

Уравнение (2 .4 ) преобразуем с учетом условий совместной 
перемещений (1 .22) к виду

кЧи’-О , в
К°-К*К°«■ (К, )’<■ Кг* К,* К°,ЛКр,)’ ♦ йрг.

«  ф «3 0  °=» е л $  « » О

Матрицы К< , Кг » Кр > Кр, , Кр8 имеют такую же струкЭД 
как и матрица в пункте I .

кР\ .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

Нетривиальное решение системы (2 .6 ) соответствует равенству 
нулю ее определителя

| К ° |= 0 .  (2 .7 )

Критическая нагрузка находится как наименьший корень урав- 
нония ( 2 .7 ) .Это удобно делать графически, насчитывая определитель 
идя ряда значений параметра нагрузки. При этом определитель (2 .7 ) 
представляется произведением

к, о 6х(т+0(и*1)
¡к 1=.П Ъ

8Л1

» легко вычисляется при любом числе конечных элементов.Полученный 
плгоритм реализован программой для машины БЭСМ-6 и позволяет ис
следовать нелинейное деформирование и устойчивость подкрепленной 
дискретно стрингерами и шпангоутами переменной жесткости цилинд
рической оболочки при произвольном нагружении и при любых гранич
ных условиях.

3. Пример. В примере была рассмотрена шарнирно-опер т а я  
цилиндрическая оболочка с &/к = 100, симметрично подкреп
ленная по середине шпангоутом постоянной жесткости и нагруженная 
ноосесимметричным давлением, изменяющимся по закону

( з л )

На рис. 3 приведен график зависимости безразмерных параметров 

’ К $3 Ч -критическая
амплитуда’ неоднородного давления, -  предельная амплитуда не
однородного давления, которая соответствует интенсивному возрас
танию прогибов и углов поворота, -  верхнее критическое 
однородное давление для гладкой оболочки по формуле Саутуэлла- 
Попковича, -  верхнее критическое однородное давление для 
конструктивно-ортотропной оболочки Г 4 ] при допущении.безмомент- 
пости исходного состояния) в зависимости от параметра
При этом параметр К ) менялся пропорционально пара
метру Р , т .е .  ’ Изгибом шпангоута из -своей плоскости
и кручением его пренебрегаем. С увеличением параметра р величина 
Кр. растет, а  величина К с н а ч а л а  растет, потом падает. Анализ 

этих кривых показывает, что расчет по 0« и 0 .  может привести к
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существенной до 100$ для и 40% для ¿Ц погрешности.Из рисунювидно, что критические значения параметров Ке и К * лежат выш»критических значений параметров и К« , т .е .  оболочка ря Д  теряет устойчивость, чем достигает предельного состояния.

На рис. 4_показан график зависимости параметра я от параметра 3 доя оболочки, нагруженной однородным давление( ? = 1000). Видно, что, с увеличением параметра 3 величина К Лсначала не зависит от Э я при 3 >  1.52 падает. Это объясняет«!
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тем, что при и <1.52 форма потери устойчивости носить общий
характер и формулы по ортотропной схеме хорошо согласуются с
результатами расчета. При этом погрешность порядка 18% связана с
влиянием моментности исходного состояния. При $ >1.52 форма

потери устойчивости оболочки носит местный характер, т.е. оболочка,
теряет устойчивость между шпангоутами. Формулы ортотропной схемы
дают существенную погрешность, которая увеличивается с увеличением
параметра $ .

Все результаты получены при числе конечных элементов,
равном 14 х 10 х Ь/й . При этом обеспечивается погрешность ре
шения, не превышающая 5%.
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