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ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТ0ДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Задача нестационарной теплопроводности при граничных усло
виях Ш рода в обобщенной форме описывается следующей системой:

где Т - текущая температура, Т - температура окружаю
щей среды; р - плотность, Ср - теплоемкость, ^ - тепло
проводность, х 1 , х ь 1 } - безразмерные координаты,
Z - время, о( - коэффициент теплообмена, V - объем тела, 
J- - ограничивающая поверхность.

Рассмотрим применение метода Ритца к решению этой задачи 
для тела произвольной формы.

Полагая 0=f(X1,Xj,i.V(R>)H подставляя в ( I ) ,  получим 
y '(Fo) _ V2f (Х«, х 2>х3) _ г 
^ (FO ) '  J

Интегрируя первое уравнение этой системы, получаем

( I)

y(Fo)=Coexp(-jb2Fo)
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Тогда решение задачи можно записать в виде

0 = С0$ х г , х ь)е х p(-Jbz Fo).
Функция , х 3) находится из интегрирования диф

ференциального уравнения
v zi * j T j » o  (2)

при удовлетворении граничного условия

(3)
Уравнению (2) при граничном условии (3) соответствует 

функционал [ I  ]

V U - F

из условия минимума которого отыскивается собственное чис-
ло -2

Постоянная С0 находится из условия минимума функцио
нала относительно начального условия

5 J [ е о ( х 1; х г , х 3 ) - C 0j  ( х < , х г , х з ) ]  dV=0.  (5)
V
Влияние формы тела на температурное поле учитывается 

наилучшим образом, если ,в основу выбора аппроксимирующей функ
ции положить уравнение поверхности F (x ,, х г>х$)= 0.

Для нашего случая аппроксимирующую функцию примем в ви
де

(6 )
Коэффициент Ь будет определяться из граничного усло

вия Ш рода, записанного в интегральной форме
, - J v 2j d V . J  B i , f w d F .  (7)

Чтобы иметь возможность сопоставить приближенное решение 
с точным, рассмотрим применение данной методики к задаче о 
нестационарной теплопроводности в анизотропном параллелепипе
де с размерами 2 -Сх , 21ц , 2 1 г ,оси  которого совпадают 
с главными осями теплопроводности. Эта задача описывается 
системой
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Fo-о e 0'»-f

Величины, обозначенные' индексом 0 отнесены к средней 
начальной температуре

Чтобы привести эту систему к виду ( I ) ,  применяем преоб' 
радование координат [2 ]

и решение задачи ищем в виде
8--С0{ ^ П - П  О -)  X* )] }  ехр(-рг Fo). ■ (8)

n=f .
Определяя р г , С0 и В согласно (4 ), (5 ), (6 ), полу

чим

Если подставить (9) и (10) в (8 ), то получим решение за
дачи в окончательном виде.

Чтобы получить приближенное решение при граничных усло
виях I  рода, необходимо положить Это дает ,
п _  1 2 5  п г  ■ 5  р)

и т г  ’ Р  - т 11' ■
В основу другого приближенного метода положено интег

ральное соотношение Л.С. Лейбензона

(9)

(Ю)



которое с помощью граничного условия 111 рода преобразуется к 
виду

J L  j 0 dV»-J b t S w df ( ID
V

В данном случае решение задачи ищем в виде 

е =С - ] (х 15Х г , х 3) ;
где j ( х 1; хг, х3) определяется выражением (б ).

Подставляя это решение в интегральное соотношение ( I I ) ,  
получим дифференциальное уравнение относительно- С , решение 
которого имеет вид ч

С = С с у  ( Fo) ,

где С0 и Ь определяются из (5) и (7 ),
Для анизотропного параллелепипеда выражение (12) при

нимает вид j ^
С = С0 exp [- I у? В ) Ро1 >

где & и С о определяются формулами (10).
Для граничных условий I рода собственное число, полу

ченное по методу Лейбензона, равно jb2= 3])< .
Оценка точности методов Ритца и Лейбензона проводилась 

сравнением с точным решением (3 ] по средней температуре
,— , Ж

0dX .
О

Расчеты проводились при различных BL и .
На рис, 1-3 представлены зависимости G^CFo) при 

различных В1 . Точное решение изображено сплошной линией, 
решение методом Ритца - пунктиром и решение методом Лейбен
зона - штрих-пунктирной линией.

На рис. I  даны зависимости для изотропного параллелепи
педа О  ; на рис. 2 - для , Л а-0,25>
на рис. 3 - для i , И  и J
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Рис. 3.
При небольших значениях 51(0,1; 0,5; I  ) результаты 

почти совпадают. С увеличением 51 растет и разница в значениях 
G . Видим, что-метод Ритца дает более точный результат, 

чем Лейбензона.
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