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О НЕКОТОРЫХ МОДЕЛЯХ СЛОЖНЫХ СРЕД 
С УПРАВЛЯЕМЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

На основе идей работы [ I ]  рассматриваются модели слож
ных сред, построенных на основе механизмов упругости и вязкости 
с управляемыми параметрами, В частности, исследуются свойства 
обобщенных моделей Фойгта и Максвелла - моделей Фойгта и Макс
велла с переменными вязкостью и упругостью.

I .  Рассмотрим обобщенную модель Фойгта. Связь между на
пряжением б  и деформацией 6 в ней определяется уравнением

ji(О г + c(t)e«6(t), С I )

где - задкон изменения вязкости, с (О  - закон измене
ния жесткости.

При силовом нагружении 6- 6С б1п(со1*\р) и изменении опре
деляющих параметров по закону

c(ty=Ce[j + A 2 ^ ( 0 O W 2 )] ( 2 )

уравнение ( I )  примет вид
+ + 'Рг )]б = 6 0 -Aisiu)t. ( з )

Переходя к безразмерному времени X- U)t и полагая 
.X, е СО, I )  , перепишем уравнение (3)

' _Со_ (г *  ц>г) _ 6Р tin (г +ч>) ,  ̂ ч
tofo i+Xi-iinr. o jy0 U X ii- in r
Из теории линейных дифференциальных уравнений с периоди

ческими коэффициентами известно L2 ] , что неоднородное
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уравнение с Т-периодическими коэффициентами имеет единственное 
Т-периодическое решение, когда соответствующее ему однородное 
уравнение асимптотически устойчиво» Нетрудно показать, что 
условие асимптотической устойчивости тривиального решения 
однородного уравнения имеет вид

4  ' ' - / Щ '■> ■
Поскольку Л ,£ [0 ,1 )  и С0/о)j j 0 >0 , то условие устой

чивости

Отсюда видно, что для положительных j j (t )  и c (t )  три
виальное решение однородного уравнения, полученного из (4 ), 
всегда асимптотически устойчиво. Следовательно, неоднородное 
уравнение (4) при положительных j J ( t )  и c ( t )  имеет единст
венное -периодическое решение, которое, согласно [ 2 ]  ,
можно получить в виде

Однако интеграл в (7) не поддается представлению в эле
ментарных функциях. Поэтому, воспользовавшись приближенным ме
тодом решения нелинейных уравнений [ 3 ] , найдем приближенное 
решение уравнения (7). Перепишем уравнение (4) в виде

Выполнив преобразование Лапласа, получим изображающее 
уравнение

где ф(-С) = ^ 1 м л Ъ -£'+ С, г Цг )•£ ,

Ci а С о ( оор 0 , S ,  = 6 0/ IOJJ 0 _

С 8 )

( з г -н) ( 9 }



- 45 -

1 i"оi. X - символ прямого преобразования Лапласа.
Поскольку начальное условие 6(0) не оказывает влияния на 

т/щовившийся процесс деформирования, принимаем &(о) равным 
нулю. Тогда, отбросив член { Ф и ) }  , получим нулевое прибли-
*п||ИО

Е« ф - » Ч Ш ^ с , )  > » « И )
и..торому в пространстве оригиналов соответствует приближение 

60Сс) = А1 сш-с *А г мл\х + D, е "C l t , ( I I )
(о, СС-1 if - COS If )  * 6 -ifain f + C i U X l f )

' 1 ~ с , + i 7 г С * + 1
I), - некоторая постоянная. Величина Б , нас не интересует,

Т.к. член Б., е~Cltr стремится к нулю при Г  — .
Подставив нулевое приближение функции ф .(г) в уравнение 

(II), аналогичным образом находим 2 7Г -периодическое решение 
н порвом приближении
<*',(£) = <&i >+А1 собг* А2млц + А ъ и > ь 2 г + А ^ м п 2 г } ( 12 ) 

где
А3 = (-Л1-с1Л2^ ^ г + Л г сю4Ч>г) - ^ ! - -*

 ̂\ С 1 + ч )

- ( i , - С Д  г мл + U  г ^  if j  •

Постоянная составляющая деформации определяется формулой

£>> “ аТс|Г^*^7р г«>* Фе-

- ( :Ц а Ь .  ( и  )

Таким образом, в отличие от модели Фойгта, обобщенная 
юдоль Фойгта при периодической силовой нагрузке и периодичес
ки изменении вязкости и жесткости приобретает постоянную 
Iоставляющую деформации < & > , величина и знак которой за
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висят от фазовых соотношений между нагрузкой и определяющими 
параметрами.

Исследуем влияние параметров i f , coj-ф , б0 и Л 1 на величи
ну постоянной составляющей деформации в частном случае, когда 
жесткость упругого элемента в обобщенной модели Фойгта постоян
на ( \ г = 0 ) .

В этом случае
Л,6о (аЗЯо (Со COĵ p собЧ>)

<6l>= 2 С0 (с„ + oo'̂ ju V ) ' ( 14 }
Ив (14) следует, что для ненулевых CQ и и>у0 по

стоянная составляющая равна нулю при
ip= 60juocV  . ( 15 )

Экстремальных значений постоянная составляющая деформации 
<£1>достигает, когда

дсе.У = = о  ̂ ( 16 }
Эф 2 С0 (Со + о ) 

т.е . при
if = Агс.'Ц (-Co/WJ^o) .  ̂ ^

При положительных с 0 , cojn0, (Зс и главное
значение экстремального фазового угла фэ может изменяться
в пределах

-0.5JT6 ifa *<v<£tg (-С0/ау*о) & О, ( 18 )
поэтому

• Эф2 " U ,  2-С0 (с о + бб 2 )
Отсюда следует, что при постоянная составляющая

минимальна.
Величина постоянной составляющей максимальна для значе

ния f  = ц> э + ЗГ , т.к. Э <_£л> | < 0 . •
Эф2 !фэ + зг

В силу периодичности А-ое. (-с0/о>^0 ) имеем

> 4 < £ , w  при ( 2 0 )
3 < £( >mU, при 2кЗГ,

где к = О, I ,  2 , 3 . . . .
Из (14) видно, что

’ (21)
Таким образом, при изменении if постоянная составляю-

7.;формации < £.. > обобщенной модели Фойгта ограничена
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|<£ . . }.(3c^o_
1 2 с0/с

Максимальное значение постоянной составляющей прямо 
пропорционально амплитуде нагрузки 6 о и коэффициенту моду- 
япции Л 1 . При lo jj0~0 постоянная составляющая равна нулю. 
II увеличением ujjj0 она растёт до некоторого предельного зна
чения 'Сип < 6 ч > max ил • s Для абСОЛЮТНОШ]4 -»со С С о I
гиердого тела ( с 0 = 00 ) постоянная составляющая деформации 
тмкже равна нулю. С уменьшением жесткости упругого элемента 

<£ > увеличивается и при С = 0 неограниченно растет.
2. Рассмотрим обобщенную модель Максвелла. Связь между 

иппряжением и деформацией в ней определяется уравнением

®  ♦■[]*« б - , ( 2 2 )  
При силовом нагружении 0 = б<,лсп (uot + ф) и изменении опре

деляющих параметров по закону (2) уравнение (22) примет вид
• 0о (О (cot •» ip) + f _ _ f _ ___________

С0[1+.Аг 'Vun(u)t+y2.) Lj^o(i + -A1 -*сл U )t )
ОаЛг C05(u>t+ <рг) I

( f ) - ( 23 } 
Интегрируя (23) при tf г » получим решение 

So cosф /± 2 . I 'Ц0,5'Ь+̂ 1
- T 7 J T ( t  - > Г л Г ~  *

c o j J o  Л  ■) \  С о -Л ^  L л  г З с п  ( w b +• ^ ) J

1’де d - произвольная постоянная, определяемая из началь
ных условий.

Постоянная составляющая скорости деформации при ■= ip
1удет

< ь * " м и 7 Л Г 1 П ) “ и г  ( г 5 )
Отметим интересные свойства такой модели. При гармони- 

igckom  силовом нагружении и гармоническом изменении опреде- 
шющих параметров обобщенная модель Максвелла деформируется с 
юкоторой постоянной составляющей скорости (25), т.е . с тече- 
1ием времени деформация неограниченно растет. Средняя скорость 
диформации не зависит от частоты и пропорциональна сot ср

( 24 )
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При исследовании свойств моделей Фойгта и Максвелла с 
управляемыми параметрами оО'наружены интересные эффекты. Так, 
если магнитовязкую [5 ]  или электровязкую [6  ] жидкость по
местить во внешнее периодическое силовое поле касательных на
пряжений и с тем же периодом изменять ее вязкость , то появи: 
постоянная составляющая скорости деформации, а следовательно 
направленное течение жидкости. Скорость течения и ее направж 
ние зависят'от фазовых соотношений между законом изменения 
силового поля и вязкости. Эффект появления направленного теч( 
ния такой жидкости наблюдался экспериментально. На той же 
экспериментальной установке получен эффект появления постоян
ной составляющей деформации обобщенной модели Фойгта.

Проведенные исследования свойств моделей Фойгта и Макс
велла с управляемыми определяющими параметрами позволили 
предложить некоторые полезные технические приложения [4],
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