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КОНЦЕНТРАЦИЯ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ,
ВЫЗВАННЫХ ИЗОТРОПНОЙ ПЕРВОНАЧАЛЬНОЙ ДЕФОРМАЦИЕЙ

Определение остаточных напряжений в стержнях, кольцах, плас
тинах и цилиндрах по первоначальным деформациям рассматривалось 
в работе [ I ] . В настоящей статье приводится решение задачи о 
концентрации остаточных напряжений, ограниченное условием изотро
пии первоначальных деформаций, что характерно для ряда проблем, 
практики. Например, остаточные напряжения после азотирования об
разуются за счет всестороннего изотропного расширения слоя, насы
щаемого азотом.

В цилиндрической детали с полуэллиптическимдкольцевым надре
зом даны первоначальные деформации вида 60 = £ 0 Е , где £ - еди
ничный тензор; £ а = £e (jo, V) - скалярная функция; р ,  V  - коорди
наты осевого сечения детали. Нагрузка на поверхности детали равна
0. Требуется определить тензор остаточных напряжений

тензор_полных деформаций, удовлетворяющий уравнениям совместнос
ти; U - вектор перемещений;

Подставив (I), (2) в уравнение равновесия V Т = 0 , полу
чим основное уравнение рассматриваемой задачи [ 2]:

(I)

(2)

л

(3)
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Оно имеет частное решение

U = R ? 7  <J> , <4>

где Ro:C0ml , Ф в- Ф в (p,v) - скалярная функция, удовлетворяю
щая уравнению

R* ъгф  (5)У 'г 'д i _  j  с0 ,

Этому решению по формуле (I) соответствует тензор напряжений

Т  - 2j u R l0 ( V V  <PB - V Z<PC E)- (6)

В качестве р  , V  возьмем эллиптические координаты, свя
занные с цилиндрическими уравнениями

г = R - R а ( р + c p " ) c o i v ,  i  = - R a ( p - c p 4 ) M i v , (7)

где R„ (■/•*• с) = о, R e U ~  С)  *  & , - 1 < С  <  1,  р %  1 
а  , 6  - полуоси эллипса; R -  радиус цилиндра.

Уравнения (7) равносильны одному комплексному

t * L i * R - R e ( $  + c $ 4 ) } $ = p e iv,= p t ,  t = e tv (8)

Коэффициенты Ляме в этих координатах

И ^ р гН гр , н в -г. О)
vf /-J*

,В окрестности мелкого выреза ( R „ ^ R )  величинами -§р~ • 
можно пренебречь и рассматривать V как двумерный •'опе- 

ратор дифференцирования в плоскости р  , V  . При этом условии 
тензор (6) имеет следующие компоненты в осевом сечении:
с  г,и п гГ ± - ( ^ Ф ± . ± М и  1 Фо_ + ]
V W h ^ 3 / > *  Нр др др  Н*  d v  B v > у ф°-1

гг 4 С „ п г Г ^ / З г Ф 0 ^  З Н т ,  дф0 Hv 3 H V  З ф 0 ^ _  о г ф ]
6 » - у " Ч н; ( 3v' н ,  ) v  я т  * Tij 1 7 1 7 V 7 ^

г  . s u g ’ f - L  ( ю )
V  ^ * ' [ HpHv\dj3dv Hv др dv  Нр d v  3 p / J ’  u w

” 1 j _  [ i - A  i.\. i _  f «г а '1. (i s i4  (id
HpHvldp\Hp dpJ dv^Hv d v / r RW (i. cpY 2) ( l - c / l t 3) ’
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Подставив Нр . Н,, , запишем уравнения (10) в виде 
Г „ ЭФ9 X ЭФ0

at
г(£~с§ ) ( б р + Ltpv)=-2ptp ( i  Д  +() £ i

j a . 0 a& , афо
(t - с f ' x g . -  i. v > .  - l r t p ' ( p i p -  <) ■ ® >

пусть £ e ( f , v ) * p ' s £ 0 ( p v ) ,  , CI3)
где S - положительное нечетное число, характеризующее скорость 
убывания первоначальной деформации при удалении от поверхности 
надреза. Разложим £0 (■),!/) в ряд Фурье на отрезке [- ? > - § - ] ;

ОО ОС , К . - К
fip(<,V)»X 6„C0SKV- ^  £К М ^ - . (14)

К«0,2Л.. К=0,2,А

Тогда уравнение (5) запишется в виде 

'й L * f  ^Л/п^Ф1» * Эф0% "*4j „ п Ч г\ ц  i^i.e t*i~K (j5)
sPdp ь н ) ( Р д р  ' h t r J 0 V - y t W - c p t  2 -

Используя соотношение

Ср 37  ̂  w ) ( j ' cp'2 i t ),p * ('s i -cp'2t Z) p St K,
из уравнения (15) найдем

3 ^ ^  I f  s  я " 4 * * 0 - c p  V ) I T T  +  ^ 7 2 ) 1 K *
KjiSi 2d p

J - J  + . S L &  ~ ) t -« |
'  S * K - 2  S * k * 2  /  Ь  J •

2,-2

(16)

. Считаем £KsO при к* St 2 , т.е. отбрасываем гармоники
;.KC0SKV при К - S t  1 .Из (12), (16) получим

( с - с Л б p. lV ) . |  Ь " Ч [ ( ^ Й - Й Ь СА ‘ ) Р ” ‘ •
КеО,2Д„; К5**2

К Н
f S + k -2  Чч.кч 2 CP  - J,

Ф

Sii_ + A d _ co-h-2)t'"4 l (I7)
S * K-2 S*K*2CP 1 I ’



где Рк = 2ju £ к - коэффициенты Фурье функции

Puv)-2ji jrj-£0(^v).

Соответствующая нагрузка на поверхности цилиндра равна 
- « K*s <• . 

ч Г  Р* Г Л~Г  > Г 2( S4HS+2)  г . - 2  |
($-<£ X V ’- V ^ %.?*Д"мв*а k w - K *  ( $ * 2 ) г ' К г ^ J

$*i<p ’ $*Lp
Для уничтожения этой нагрузки прибавим к (17) напряжения, оп

ределяемые по формулам Мусхелишвили [3] при (t)($) = Re (fc + C§* ' , ) . ‘

($-с^,)(брч г /,и) = ( $ - с ^ ) ( Ф ^ Ф ( $ ) - ( ^ с ^ ) $ Ф ' ( 0 - ( ^ с ^ ,) ^ ( О
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(18)

^-C^,XSu4t/,tr)=($-C^X*W^))t(^C^")^'(§)*(f7>(^(I9)

приняв Ф  ($  ) =0, K.s
гГи l l f M  ^ P K _ /H 7 . v - SHr2(S-f)(S-2) 2(S*f)(S*2) . -2] ,_пч

Суммарные напряжения запишутся в виде 

1 > . я Л е * , . ! т  b i ; J , | ? n  Г К Ч  j ™  " ( И  ±'к** К»(
«  с$ Щ * и г ) - г р  2 p , l s ^ T t * ^ к Т 2 1 * s ^ 7 2 cP  1 “

к*о,2Л..; k#si2
K‘S

-1 0 0 1 -SH £  - г S H  ,*♦< S-f .-х+1 -2,-х-(

к*0,г,(,„; K*St2
к«*

«--< г , r r ( 2 ( S 4 ) ( S - 2 ) ,SH _ 2 ( S 4 ) ( S + J ) _  - I I S M N ]
' S ^ 2 CP  1 t (  } (S - 2 )2- k j  ( S + 2 ) 2 - к г P

W = 2 J

. S 4  -2, к-i - ,Jl*y2(S-0<S-2> 2 (S* 1) (S *2)  (отч
S - k~*"2 P ’ H )  l (S -2 ) * -K *  ■ (S *2 )4-K *  -p (2 I )
Второе из этих выражений при $■ = С/0 обращается в ноль, а 

первое при $ - t принимает вид

к«о,г>...; k # s *2

Х-< A+l‘*< / Л 2 ( 8 - » ( 8 - » 1 » - (_ 2(S^XS*2) cf S * M  (22)
' S ^ 2 ct +(Ч) t (S+2)*-K* Ct >J, (22)
что дает нагрузку на поверхности выреза. Для ее уничтожения выч-



тем из t2I) напряжения , б „  , z'pv , определяемые снова
с помощью формул (19) по нагрузке (22) и нулевой нагрузке на ци
линдрической поверхности. Такая задача решена в работе [4]. Опус
тив промежуточные выкладки, приведем окончательную формулу, для 
осевого остаточного напряжения в наименьшем сечении детали:

а-срХ(р,0)*-Ро{[(!^- - Щ - с р г)/*-(ё±2 + ST2) / *  ] *

г 2(1-с)гр г ((-C)((-J3'*)i ср*г1 _ ^  jBl/Г/ S J _  * _ S H ____
г  (l-cp’t ) * "  1‘CP J s b ~ J  1  2 m s - K - 2  S + K- 2

* ~ К»*,*,,.; K * S t Z

s*i If K*1 Д*. K-f K-< „ K H  __-2\ -K
"S-k*2 P S*K*2 P 'P ' S-K-гР 5*K-2 S-K+2 S*k* 2 CP  )p  *

>

K~S+K-2 S»k+2 P 0-cjj'*)2 ' \S*K-2 ~ S*K*2 P  J \-Ср'г IP  J

- ( b C ) [ j i , ( j 3 ) A e T jU t ( j 5 ) A 2 ] ,  (23)

где A o = f ( - s b "  + y r 2)Po,  S « 4,6,8... (24)

A . J ?  ! M  . 2c N o - n  . / /  . « ♦ « *  c ( 2 * 3 c ) \ p
F l 4 s ^  + “s^2~72cft + ̂  S W T ^ 2  +

2 + 3c
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(*¥ -T § r)p .]i -м ....
Можно показать, что при большом S , т.е. при малой глубине 

залегания первоначальных деформаций, напряжения, соответствующие 
отброшенным гармоникам £к= С04КV  , К = S i 2 , имеют порядок
yj и практически не влияют на напряжение (23).

В качестве примера вычислим остаточные напряжения, возникаю
щие в детали из стали 38ХМЮА с надрезом полукруглого профиля 
( Re =0,5мм) после азотирования поверхности надреза на глубину 
0,30мм при температуре 540°С в течение 10 часов.

Для определения первоначальных деформаций применялись цилиндри
ческие образцы $ 10мм, подвергнутые азотированию по указанному ре
жиму. Остаточные напряжения бг= б 8 = б в этих образцах, найденные 
методом надрезов [5] , показаны на рис. I. Первоначальные дефор
мации после азотирования вычислялись по формуле
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ё0(Ь) = - ~ ^ Г ~ ®(Ь), (25)
где Ь - расстояние от поверхности цилиндрического образца до 
текущего слоя. Зависимость (25) следует из формул Гука в предпо
ложении В г S £9 а б г * 0 , ЧТО допустимо Щ Ш  МЗЛОЙ ТОЛЩИНв СЛОЯ С 
первоначальными деформациями.

Вычисленные по формуле (25) деформации можно аппроксимировать 
функцией

В0 ( р ) Ю ‘/= 2 2 9 , 5 р ' Ь-  220,9р~“ (26)

Соответствующе этш реформациям остаточные напряжения в наи
меньшем сечении детали, найденные по формуле (23), показаны на 
рис. 2, где + „

В данном примере не учитывалась возможность образования пласти
ческих деформаций при азотировании, что допустимо в силу малой 
концентрации остаточных напряжений.
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