
 
 
 

 
 

 

 

 

 
 

 

КУЙБШЕВСОЙ АВИАЦИОННЫЙ ИНСТИТУТ км .С.П.ХОРОША

Труди» выпуск 639 1972 г.

Й.С.Ахмедьянов8 А.В.Киреев

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФКРЙЩИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
УПРУГО-ПЛДСТИЧЕСКОП) ИЗГИБА СФЕРИЧЕСКОЙ

ОБОЛОЧКИ ПРИ ПРОИЗВОЛЬНОМ НАГРУЖЕНИЙ

В работе -[ 2 ] получек® система нелинейных дифференциальных
давне« малых уяруго-йлас^8чес№х деформаций сферической! обо»
лочки пр® произвольном нагружении, в которых в качестве основ -
ншг. неизвестных были приняты внутренние усилия к моменты. В
предлагаемой статье рассматривается вопрос об интегрировании '
этих уравнений методом последовательных приближений (метсдаж уп~
рутах реиений) 11 ] .

I. Пусть внешняя поверхностная нагрузка представлена рядами

Обозначим значения N > X » У» , М , У и V в
к -ом приближении через »••«» Vй0 « Записав выражения

N Ли>, и( икп)а»п1(>
Й«О '

У^н ии*»»

Я» 4

№ воспольэовавимсь полученными в [ 2 ] дашюшаош упруго-пласти-
чеокмх деформаций сферической оболочки/можно прийти к «года -
цей системе обыкновенных дифференциальных уравнений отноонтель-'
но еда« Мкп УКп (>Ь#т*)г

ы) Все принятые здесь обозначения соответствуя? работе [2]
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+ Гркп ■~U+JJ)^^xn + ^xn + óin Ÿ Î гп )

' Xn КП + (1P RP +

+ дркп-(;^)рЧ.п, ( I )

® Kn + (2 Ÿ + x¿M 4> ) a КП = 3-in y ^n ■

•WpKn + Кркп)- -jyy (^ xri^n)

Kn + ( 2 V ~ -Súl уГ ) P = ^kt1 + 4in lp. F ни "

AkhAkP^Pxh’V

tRt3pl<„+Kp„)--f^-(^xn-ía„)

екп + (2 °kj ‘f + ^1 ) &Kfí 5¿n q/ ^КП +

^Kh ^Kn^^KnJ frn

e*n ~ MKn + VKn > f КП = Kn ~^Kn ,

^к"г «+|()(1 + í) ^‘n'ïï "^«л)’^»»

₽КП *■ (b^X 1 + J) W«"' 4 К" "П ’

( 2 )

( 3 )

( 4 )
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грк„ , лркп . Эркп , Кргп - коэффициента разложений
оо

Г"рК ( Д рк > рк > К рк ) = РКП (А РКП > рки ) РКП ) П Ч? ,
являющиеся функциями ц/м" и определяемые по деформациям преды
дущего (к - 1)-го приближения. В исходном, нулевом, приближе
нии эти коэффициенты равны нулю,

ПГтрих означает- производную по аргументу ц/
2, Решение системы (I) - (2) имеет вид

>••• 1 ( 5 )

где
Л/Кп »•••» " °бщее решение соответствующей однород

ной системы, приведенное в I 3 ] ;

V»

г
"ркп“-”

V - частное решение системы при
Г

~ А РКП = ЗркМвКрКИ ХО,
у * - частное решение системы при

Я хп Я = Я '
3, Пусть рассматриваемая оболочка ограничена параллелями

<Л и р , т.е» сХ
Если предположить, что пластические деформации в оболочке

развиваются в областях <х =& и уг -= у , где
Ь й Цг “ некоторые, пока неизвестные углы» то для значений

у у у2 можно считать, что Мрк„=0,,.., Урки = 0.
3 Для первой области пластических деформаций (<Х )

частное решение №ркп Уркп будет отлично от нуля и
найдется следующим образом.

Положим в (I) Я хп ” Я Я ги = 0 и преобразуем получив
шиеся уравнения в интегральные, В результате будем иметь

Здесь

Чкп'-Н‘Г^Ркп-^Лрк

2рк» - - (1~у) Л ркп ♦ (1+иркп .

(6)
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. - интегральные операторы:

Ч>4ч'
находим

ц ж 1 (а - & >
- р к п 2. Р*п р к п /

^ркп ~2 р*и ~ у >

рки

причем

*Л(Тр„Д £ ркМх Уп^г(Фр(Си)

А = г' --Д-
рки рхп НП

р)сп ~ )

( 7 )

Прк„ * ^¡¡Г *>«»■ (Зркп-Кркм) .

Тркп - Рркп - Ч1НУ Р₽мп + ₽( V"* К Р™ )

ф =р‘ „.л—р
рки г ркп -Ш1 ркп

■
I

выражения

4 ■ . и 1р 1 1 п 7
4й|”гцГ 2 2 ’ "’ 5У1гч< <? 2

Ч* ц/

Значения функций Гркп и Рркп , входящих в
(8), определяются по формулам (4), в которых предварительно
величины Мкп и ЛЛКИ следует заменить на /7рхп и Иркп .

4. Так как в правые части интегральных уравнений (6) и (7)
входят искомые функции Nркп Vржи » го численные
расчеты проводятся по значениям этих функций в ( к - 1)-ом приб
лижены.
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Применяя интегрирование по частям к выражениям Ь2(Гркп) ,
...» ¿2,(Фрки)» можно прийти к соотношениям, которые не со
держат производных от величин . ерл , $рп , сори * жРи ,

^ри » Хрп ♦ представляющих собой коэффициенты разложений

£р<^,гарЛр)’5ер(1^р„,

«Р (Хр) = i. Шр„ ( xp„)winif.

Здесь <£р ,7-р - функции, получаемые для каждого
приближения не аналитически, а в виде некоторой совокупности
числовых значений.

¿Un второй области пластических деформаций ( уг у р )
частное решение /Урки VpKKI строится аналогичным обра
зом.

Если пластические деформации распространяются на всю обо
лочку, то в этом случае можно принять у1 = р или у^ и .

5. Перейдем к определению перемещений u , и и иг то
чек срединной поверхности оболочки, используя соответствующие
зависимости из [ 2 ] , Положив

U (ш) =■§. un сши) соз hip, V = 5 ип wi и ip ,
п«о ПИ ■

в результате придем к следующей системе уравнений относительно
функций un и Vn (в к -ом приближении) :

^к„-(^Ч'-^)ГТ’к„-®кп (5)

Здесь

( Ю )
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Верхний индекс ( к - X) означает номер приближения.
После решения системы (9) будем иметь

иЛ,и|.‘% > V » V
где г к

Ц°и , Ъ\п - перемещения, определяемые общим решением
соответствующей однородной системы и усилиями Х°ик ,

и,п в ^ч,и ~ перемещения, определяемые усилиями
V’

ркп ’ 2 Р«и + ркл

£ -■
ъ ркп

Уик;
У'рЧ »

У.
рки ркп )

[у
<* г ",т Р*и 7 2 -ИП^

.-^^сь’41Ъ
* 2 4 Р*" 7 2 51ПЧЛ

и £2 р1сл получаются из (10) заменой

 трки

Значения 4гркп
Уп на Хрп и Урп

Нормальное перемещение
делится равенством [2]_

= ™\п +

Здесь индексы 0 , <|
значение, причем

ти\ (в к -ом приближении)

Хи И

опре-

^и^ркп-

и р имеют прежнее смысловое

(к-0 р (к-<)

ркп 1р ^"ркп

Приведенные формулы для и ркп , 'б'ркп и ^рки отно
сятся к первой области пластических деформаций ( <Л у § ).

Для значений уг & ц> решение строится аналогично.
6. В заключение найдем угол поворота гД касательной к

меридиану вокруг параллели. Записав ряд
1?. = ч> СХ>5 П

1 — 1и 1Нго ,Г|
и воспользовавшись известной формулой

приходим к соотношению
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Л •
Б КОТОРОМ

Вычисление интеграла приводит к формуле (для к -го приб
лижения) :
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