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ПР ОФИЛИ СКОРОСТИ И ТЕМПЕРАТУР  
В П О Л У О Г Р А Н И Ч Е Н Н ЫХ  Л А М И Н А Р Н Ы Х  СТРУЯХ 

НЕ С ЖИМА Е МОЙ ЖИ Д К О С Т И

В работе  рассма трив аю тс я  возможности моделирования  на м а 
шине ИПТ-5 ,  с послед ующ им просчетом на Э В М  «Урал-1»,  зад ач и 
о  распр остране нии  вдоль  плоской стенки осесимметричной л а м и 
нарной струи,  бьющей из ради ально го  д иф ф уз ора ,  при постоянных 
и переменных теплофизических характ ерист иках .

§1. При постоянных теплофизических х а р а кт ерис тик ах  гидро
дин ами ческа я  и тепловая  зад ач и оп реде ляю тся  системой д и ф ф е р е н 
циаль ны х уравнений
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Граничные условия  зададим в виде
V,  =  0, V,  =  0, Т  =  Т ш, при Z  =  0; \

Уг =  0, Т  =  0, при г  —» ос. f
О тыска ние  решения гидродинамической задачи,  отличного от т р и 
виального  нулевого решения,  к ак  известно,  свя зан о с выполнением 
условия

Е  = ( ) /-V'r tlz dz  =  const .  (1.3)
о о

Чтобы у д о в ле т в о р и т ь  уравнению нер азрывности,  введем функ
цию то ка  0 (г, z) меридионального  течени я
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При этом функцию i ,  следу я  М. С. Ц у к к е р у  [1], будем оты ск и
вать  в виде

у = Лг*  Р( :) ,  (1..1)
.  . I

где  ; =  —  гг- - новая переменная;

Л, £ -  постоянные.

Если соответствующие зн аче ния  скорости и ее производных 
подставить  в первое  уравнен ие  системы (!.1) и условие (1.3),  то 
решение  гидродинамическ ой з а д ач и  при постоянных теплофизпче-  
ских кон стантах  сведется к ин тег рир ован ию уравне ния

Г "  +  Г Г  + 4  F ’- ' 0 (1.6)

при интегральном условии
сс-

j =  | I ' F ' - d z  =  const  (1-7)
h

( 1.8 )

и граничных у с лов и ях
Г  о, Г ’ — 0 при : =  0; |

]■" — 0 при с - . ос . 1

В случае  постоянства  т е мп ер ату р ы  стенки, исходя  из физиче
ских сообра же ний ,  мо ж н о  пол ож ит ь

Т  - 7 ' - / ( - )  (1.9)
Тогда  решение тепловой зад ач и сведется к интегрированию у р а в 
нения

/" • - г  Ф /  0 (1.10)

при граничных у с лов и ях

/  =  1, При : =  0; /  =  0, При : —«ос (1.11)

Ре ш ение  уравнений (1.6) н (1.10) было  проведено на вычи сли
тельной маши не непрерывного  действия И ГГГ-5. Б л о к -с х ем а  задач и 
пр ед ста влена  на фиг. 1. Р е з у л ь т а ты  решения даны па фиг. 2. 
Штрп х-пункти ром  и з о б р а ж е н  профиль  скорости Сп лошны ми л и н и я 
ми I, 2 показан ы профили темп ературы,  соответствующие числам 
ь = 0,68 п 0,97. Д л я  сравнения  зн ач ком  7 отмечены отдельные р а с 
четные точки,  полученные Л.  А. Вулисом и А. Т. Т ро фпм енко [2], а 
пунктиром пре дс тав лены расчетные профили т емп ера ту ры  для  тех 
ж е  чисел П р а н д тл я  при апп рок си мац и и скоростей полиномом вто
рой степени,  а поля  те мп ера ту р  — полиномом третьей степени*.

* См. статью: II. П. К л и е н т о в .  Распространение осесимметрично!) л а м и 
нарной струп несжимаемой ж идкости вдоть плоской стенки. Настоящ ий сбор
ник, стр. 78.



§2. Г и д род ин ам ич еска я  и т епл ов ая  з а д ач и  о распространении 
л а м и н а р н о й  струи, бы ощ ей из ради альн ог о  диф фузо ра  при пере
менных теплофизических констан тах  определяютс я  системой у р а в 
нений
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с и с т е м а  уравнении примет  вид
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Фиг.  2.

Если, как  п в пр ед ыдущ ем случа е  постоянства  геплофизнче-  
ских констант,  ввести функции /-'(g) и / ( g) ,  то пос тавленная  з а д ач а  
сведется к решению системы
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7  =  T  w(r) +  (Г а — T w ) f .
Граничные условия  примут  вид

/■' =  0, F ’ —■ 0, f  — 0; при с =  0; |

F' =  0, /  =  1, при ;  —» оо . |
Очевидно,  что система (2.4) не будет системой обыкновенных 

д и ф фере нц иа льн ы х уравнений,  если Т а.считать  произвольной ф у н к 
цией от г. Но в некоторых случаях,  когда  Т ю (г) имеет  вполне оп
ределенный вид, система (2, 4) при /2 =  0,76 (или /2 =  0) будет в п ол 
не определенной системой.

Р ассмотр и м два  случая.
1) П о л о ж и м

п =  0, T w =  Т„  ■+ кг~'‘‘ , (2.6)

где k и 4 — некоторые нео трицательные числа,  о п ре деляю щ и е  
распределение темпе ратуры в об ласти  2 =  0  ( /-^ 0).
И этом случае  система (2.4) примет вид

Г "  = - ( i , 5  F 2 + 0,75 FF")- |
Г  =  - О [0,75 Г +  (/ — 1) ? f ' ] 1

при граничных ус ловия х  (2.5)
Р ешени е  этой системы уравне ний проведено на ма ши не  ИПТ-5.  

Блок-схе ма  зад ач и — аналог ична  схеме, из об раже нн ой на фиг. 1.

(2.7)



Р еш ен и е  з а д ач и  пр ед ста влено  на фиг. 3 при постоянном числе 
а  =  0,724. а на фиг.  4 при постоянном значении (5^0,5.  П р о ф и л и  
темп ерату ры,  из о б р а ж е н н ы е  сп лош ны ми ли ни ями 1, 2, 3 на фиг. 3, 
соответствуют зн ач ени ям  [4=0: 0,5; 0,75, а на фиг.  4 — числам 
гг=1;  0,724; 0,67. П ун кти ром  п о к аза н  пр оф ил ь  скорости.

Фиг.  4.

Известно,  что для  ко нтроля  правильности решения снс 
т емы  (2. 7) на вычислительной м а ш и н е  необходимы некоторые 
точные соотношения м еж д у  искомыми величинами.  Этими соот
ношениями являю тся

где  Г ж = l im / ' ( f ) ;
Г  (0) =

ш а х  F  (Н) =  т 'г  F ^
0 <F; ■ 7 ^ ;

/ ( ) -  - т -  .
2 V  2

где £ — точка,  в которой F ' (с) дости гает  ма кс им ума :

(2 .8 )

(2.9)

(2 . 10)



п — 0,76; T.j  =  cons t .
В этом случае  система (2.4) примет  вид

Г"  =  -  (1,5 F ' 1 +  0 ,75  FF")  ( т У ” 0'7" +

- ° - 7 6 ( £ ~ 1 ) < ' £ P ' f ' ;

f  =  - 0 .75 a/'  F
Г

\  Т х
-0,76

< щ т - f

(2.13)

Эта  система ура внении при граничных условиях (2. 5) э к в и в а 
лентной системе пяти нелинейных диф ференц иа льн ых  уравнений 
1 го по рядка  и решается  методом Рунге-Кутта .

Очевидно,  что д ля  решения системы (2.13) на Э В М  «Урал-1» 
нужно вы б ра ть  F " (0) и / ' ( 0 )  так,  чтобы, пройдя траекторию,  
F н /  па оо уд овлет воряли условиям (2.5).  Поэт ому систему (2.13) 
п редварите льн о проинтегрируем. В результате  найдем:

I  V 1 1 1 ' ^ ’76 со

F ' ( 0 )  =  0 ,75  V~ )  I / 7’® d?;
° (2.14)

/  71 . _  07Г. со v '
/ ( 0 )  =  0 , 7 5 ( 4 5 )  1 ( 1  - / ) / • “ </;.

— т



Если Е " (0 )  н ) ' (0)  з а д ат ь  по возможности разу м не е  и вместе  
с решением системы (2.13) подсчитывать  прав ые  части уравнений 
системы (2.14) т о Е " ( 0 )  и } ' (0)  можн о корректировать .  О ч ев и д 
но, что этот метод  решения з а д ач и  я в ляе тся  громоздким и потре
бует  больш ой з а т р а ты  времени.  Поэт ому на Э В М  «Урал-1»  пр о
ведено решение  системы (2.13) только с качественной стороны. 
Р е з у л ь т а ты  решен ия представ лены на  фиг. 5. С пло шны ми л и н и я 
ми 1, 2 п о к а з а н ы  профили те мп ерату ры при числе а  =  0,724 соот
ветственно д л я  значений отношения ти> /тк =  1 и 6, а пун ктирны
ми кривыми /  и 2 и з о б р а ж е н ы  профили скорости,  соответствующие 
тем ж е  значениям  отношения r rf. / т к .

В Ы В О Д Ы

1. М о д ели р о в ан и е  зад ач и о распро странении вд оль  плоской 
стенки осесимметричных л а м и н а р н ы х  струй при постоянных тепло- 
физическнх кон стантах  на м а ш и н е  ИГ1Т-5 д ае т  результат ,  п о д 
т в е р ж д а ю щ и й  теоретические  решения.

2. П ок а за н о ,  что численное  интегрирование  диф фе р е н ц и а л ь н ы х  
уравнении,  опр ед еляю щи х  з а д а ч у  о распро странении  вдоль стен
ки л а м и н а р н ы х  струй при переменных теплофизпческих констан
тах на Э В М  «Урал-1»  м ож ет  иметь ли ш ь  качественный оценочный 
характер .
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