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Вопросы механики жидкостей и газон

Л .  И  К У Д Р Я Ш Е В ,  А А.  Г У С А К О В

П Р И Б Л И Ж Е Н Н Ы Й  МЕТОД О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  
ТЕ ПЛООТ Д АЧИ ОТ СФЕ Р ИЧ Е С КОЙ ЧАСТИЦЫ  

МАЛОГО Р АДИУСА

П р и н я т ы е  о б о з н а ч е н и я
Г .

=  —  Ь(р'К))  — безразм ерны е сферические  координ аты  с началом , помещ ен­

ным в центр сферической частицы радиуса  Н\  
—безр азм ер н ы е  сферические проекции скорости ;

у  j '
77, “ - — б е зр а зм ер н ая  температура  ( Т , Т.а„ — температура в дам -
С-л J X

нон точке ,  на поиерхностн частицы и в ненизму(ценной с р е ­
де соответственно);

г •' ' ^ « ’ос г  ( 2 Л ) ' ? в ( Г » - 2 ' сс)  „  а.2 R
Рг  - —  ; Н е  -  ■------------; Gr  q -------------------------------------- : N u  -------- --

— критерии П р а н д т л я ,  Р ейн о льдса ,  Грасгоф а и Н уссельта  со- 
отпетстнеино.

R пр ед лагаемой ра бот е  р а с с м ат р и в а е т с я  п р и бл и ж е н н ы й  метод 
определения  коэффици ент а  те плообмена  твердой сферической н а ­
тре гой поверхности малого  радиуса ,  помещенной в сплошную в я з ­
кую среду при выну жденн ой,  естественной или смеш ан но й ко нв ек­
ции, в случа е  пре дварительного  за д ан и я  пр и бл иж енн ых  полей ско­
ростей, соответствующих р а с с м ат р и в а е м ы м  режи мам .

В р е ж и м е  вынуж денно й конвекции,  когда поле скоростей пре д­
полагается  нез ависимым от темп ерату ры,  оно опр ед еляет ся  извест­
ными фо р м у лам и  Стокса,  полученными для  малых чисел Р е й ­
нольдса.  В случае  естественной и смешанной конвекции пр и б л и ­
же н но е  поле скоростей м ож ет  быть определено пр ед лож ен н ым  а в ­
торами методом*,  основанным па искусственном разд елени и «гид­

v-

* См статью Л .  И. К у д р я ш е в а ,  А.  А. Г у с а к о в а  « В л и т и ю  свобод­
ной конвекции на поле скоростей и давлений при обтекатмш сферы потоком 
при малых числах Рейнольдса», настоящий сбортшк, стр. 39.



родинамической» и «тепловой» систем в общей системе д и ф ф е р е н ­
циальных уравнений и по следующ ем интегрировании гид роди на ­
мической системы.  Т аки м  обр азом,  во всех отмеченных случаях  
поле скоростей м ож ет  быть пр ед ставлен о  следующими завис имо с­
тями в безразмерно й сферической системе координат  с учетом осе­
вой симметрии:

а) для вынуж денно й конвекции 

V, =  7 1  (с)-cos  9;

o'e =  — " 2(T)-sin 0;
б) для е с те ственн ой  конвекции 

V- — Gr'A 6 Q - c o s  0;

v e =  — G rи 6 2(;)-sin©;

в) д ля  смеша нн ой конвекции

■cos 0;

( 1)

<->)

V .  =

(5) J .
В ф о р м у ла х  (1)—(3):

П  и ;  “  * о  е +  о »  ’

° L
Re

i 2 (:) ■sin 0).

i 2 (О -  1

2
_3_

4

С )  =  0^679 _ _  0 ,9 2 8  

i e J .1-15

0 ,3 3 9 0 ,2 5 7  
t 1.445"

0 ,4 2 8  0 ,179

£3 ' 
0 ,090

f2.Я02 
6
0 ,172
t S,80T

(3)

(4)

4- £8

В ф о р м у л а х  (3) и в дал ьн ейш ем  при наличии двойных знаков  
верхний с о о т в е т с т в у е т  сл уча ю  совп адени я  направлений свободной 
и вы н у ж д е н н о й  конвекций,  нижний - -  взаимной п р о т и в о п о ло ж н о ­
сти эт и х  направлений.

Диф ференциальны е уравнения  не ра зр ы вно сти н те п л о в о го  б а ­
ланс а  д ля  люб ог о  из р е ж и м о в  м о г у т  быть  записаны в виде

dvc  1 д»‘а  2 у ; c tg  0  .  _
— • +      +  —  4- ° - =  0; to)
д: I з л  г г

vл  дА.
с <33

2
‘г-К

1 г-5 <Ц\ 
i  V  д; ) (6)

При этом,  К  =  Re  для  с л у ч а я  вы ну ж де нн ой  и смеш ан ной  к о н в е к ­
ций,  и K — Gr' '  — д л я  е с те стве нн ой конвекции.

Вводя  в рассмотрение  обла сть  т е п л о в о г о  влияния* и п р е д п о ­
лаг ая ,  что  на внешней границе об ласти  5 =  £ ( 9 )  условия  для  т е м ­
п е р а т у р ы  анал огичны с о о т в ет с т в у ю щ и м  условиям  на б е с к о н е ч н о ­
сти, пр ед ста ви м граничные условия  для  т е м п е р а ту р ы  в виде:

* См. статью Л .  И. К у д р я ш е в а ,  А. А. Г у с а к о в а .  «О влиянии конвек­
тивного теплообмена на теплоотдачу нагретых частиц весьма малого размера», 
настоящий сборник, стр. 29.

2



при ; =  А (в)  А = 0 ;  —  -  0*.  (7)
и;

При у ч е т е  (7). а т а к ж е  задании ско ро ст и в виде  (1), (2) и,ли 
(3), уравнения  (5), (6) в области  т е п л о в о г о  влияния м о гу т  был.  
приведены к интегра льном у соотношению:

+  2c lg  0 ■ 7(A) =  ('-^ ] . —  , (8)
е/в ъ ’  P r . K \ d \ ) i  1 sin  О W

где

7(Д) = Ь -  т к ■ '.ыг. (9)
i

и h\  -  Re ,  т к =  д2 (?) — д л я  вын уж де нн ой конвекции;  (10)
/(, (Jr. /»к =  ''.2 (?) — лля е с те с т в е н н о й  конвекции;  (11)

К, Re,  «гк =  7 2( i ) - t  “ T2 (’) — Для см еш ан н о й  конвекции.  (12)Re
Вв едем  в рассмот рени е  функцию

Ф =  -1 -  (13)
'/-■ ’

где  ' /- =  [ А ( 0  — тг)] л  у (А-) — значение  расс м ат р и в а е м о й  ф у н к ­
ции / (А)  в передней критической 
точк е  сферы  ( 0  =  л).

В этом  с луч ае  уравнение (8) з ап и ш ется  в виде:

—  +  2 c ig  0-  Ф = -  ^  (14)
в  sin 0 ’

где
I  д .)  \

( 15)
Vw=i

и а .  =  я (с, (-) =  г )  —  распре дел ен ие  т е м п е р а ту р  в передней крити­
ческой точке .

Л е г к о  видеть ,  что при 0  =  г. Ф  =  1, / . = » ] .  (16)
Выбирая из м н о ж ес т в а  решений уравнения (14) решение ,  у д о в л е ­
т в о р я ю щ ее  услови ям  (16), с у ч ет ом  (13) запишем:

2 ( Л ( 0 ) -s in  0  • с/в
J .  . . 2 _______________  (17)
/ л  s i n - 0

Рассмот ри м функцию 7(6).

'  ( $ ) . ,

Об о зн ач и м  л0 =  7(0) =  '-------зн ач ен и е  7(0) при 0  =  0 в хво-

1

* Второе условие следует из физических соображений



 '«Mi критической точке .  Очевидно,  в передней критической т о ч ­
и и-» .« г) /(•*) =  1. Тогд а ,  >.„<■ / , ( Н ) <  1.

l ciecTBCinio предпол ожи ть ,  что  величина /.(0) с изменением 0  
t-i — 0 д о  0  -= ^ непрерывно во з р а с т ае т  от минимального 

т . пе н и я  до  макс има льно го  значения  / (я )  — 1. Представим,  учи- 
I иная это,  >.(Н) в виде функции,  об есп ечи ваю ще й одноврем енно 
■ имметричность  проц есса  и е г о  непрерывность  в критических точ-
1 . 1  •: иначе говоря ,  пот ребуем выполнения условий:

при 0  = я  /. =  1, —  =  0; ,, ,к  <1в (18)
при 0  =  0 >. =  >-о —  -= 0.

1 ,/н
I 1< ставленным у с  лови: м у д о в л е т в о р я е т  функция

> (0) cos в .  (19)

Отметим, при /.„ =  \ ,  что с о о т в ет с т в у е т  случа ю чистой 
и ч, юнроводности,  ).(0) •= 1 при любых 0  область  влияния обра- 
т а е т с я  в сферу .

Подс тавл яя  зн ач ени е  /.(0), о пр ед елен но е  по (19), в формулу 
(Г,) н интегрируя ,  находим:

/. _  1 >■,. . 1 Ли
.. <) ' н
/ " 2 sin2 -7J-

(20)

;(l) I-',,
\ Ж ) :  1

Из уравгення  (8) при 0  =  т. у .  =  П од ст а в л я я  эти

шачення в ф орм улу  (20), получаем:
ill) ул

у  -  'Н е  ' / 1 . +  1 . / Л  . (21)
2 Рг К\  н  'н

s in*-’ ~

Вх о д ящ и е  в ф орм улу  (21) величины и о п р е д е л я ю т -\ ! £- 1
' || из неп оср едств ен но го  рассмотрения  уравнения т е п л о в о г о  ба- 
гшеа  (6) в пер едней критической точк е  (0  =  я ) и хвостовой кри- 
IIIческой т о ч к е  ( 6  =  0).

Обозначим,  анал огично (10)— (12):

,ч — д ля  вы ну ж де нн ой  конвекции;  (22)
а,  = O r ' О,  (:) — для е с те ств ен н о й  конвекции: (23)

_  ,>ч . Gr
— Til-Hzr — у,(;)  — для см ешан но й конвекции.  (24)

i"[  ia в об щем случа е



Учитывая ,  что при 0  =  л ов =  0  и  в;  =  — «к, уравнение  (6) для  
передней критиче ск ой точки з а п и ш е м  в виде:

ЛЧ\г. -к £
2 , ,  P r -К  dbr. п

—  Ч Як( ;) —  =  0.е 2 W f/E (26)

(27)

Граничные ус лови я  очевидны:
при £ =  ] $•„ =  1;
при 5 -><» » - =  0.

В хво ст ов ой  критиче ск ой т оч к е  (В — 0; vH=  0; v, =  п ) у р а в ­
нение (6) принимает  вид:

(14 >„
<ц-

2  Рг А"
Я,<(3) ^  =  0; 

<11
граничные услови я:

при с =  1 5)„ =  1;
при £ -» да Йи =  0.

(28)

(29)

И з  уравнения (26) при у с л о в и я х  (27) и уравнения (28) при у с ­
л ов иях  (29) м о ж н о  опред елить  соот ветст венно :

Г- - Я
"77 е х Р

rf£o
dc.

«• 1 Г P r A \ ‘
\  77 ехр Т "  1)

Р г К Г
— -  \  »к(|) |^

rfE

1
7 7  ехР

Р/Л,-

(30)

(31)
\  7 7  ехр — V«,c(;)rfE 
1 ь

При £ =  1:

№ )  =
V d t k -1

Р г К f
е х р

\  —  ехр
■?'Г

Р г К ?

~~2~ ) Пк^  г <<1

т а
ехр PrAY

i - у  J 5-1
\ (111 36 11^1 L* 1\  77  ехр 

г *

Р г К с 
+  "тj—\  я«(5№

ехр
Рг К  (*
— \  м у

>.0 =  ехр  [ +  Р л Л Д ^  ( )-!=]*_! -

■ S i ехр
Р г К

(32)

) я*(6) ci?ti's rf£



О б озн ача я  А к =  п к (5)4;, (34)
ф ор м ул ы  (32) и (33) пер епи ше м в виде:

“  1
\  7 7 е *Р (“ Чк)<Р,

т  _ е*Р ( - ' М ; „ ,  . _  ( А  г ?  .
I t f j s - l  ?  1 1 е х р ( 2 Л к ) : - 1  J

\  7 7  е х Р (—  4,<) ^ — е х Р ( Г-Чк) 4 ;
1 * 1 &

(35)

При этом, в случаях:
а) выну ж денн ой  конвекции

,4И  -  ' £ *  5  Т 1 Й *  =  г а  ( Е _  |  m  t -  Д  ± ) ; р е )

б) естес твенн ой конвекции
, Pr Gr C  /V G r  /ЛС<7П1  ̂ , 2 , 0 8 5  0 , 2 3 8  0 , 0 9 0  \  , q 7 ,

Лке = — = — -■ (0,679 In ?+: 7 ^445-- - 1Ж  + ~ т Н : (3/)
£ * ъ ъ * '

в) см еш ан но й конвекции

* с - £ р $ [ м « ) ± £ - > < й d;  =  Лк в± А < е =  ^ Х

, . ! *  3 , ,  1 1 \ , JV G r  ,'п с ^ п | „  с . 2 .085  0 ,238  , 0 ,090^
Х [ с  -  у 1 п Е - у - - ] ± —  10,679 In Е +  - о 7 «  -  7 Ш Г  +  ^ - J  •

’ (38)
Вычислени е  соотношений (35) цел есооб разн о проводить  с п о ­

м ощ ью  эл ект ро нно-вы числи тел ьны х машин.
Р а с с м о тр и м  левую  часть уравнения (21), опре де лен ную  по (9). 

У чи т ы в а я  граничные ус ловия  для т е м п е р а ту р ы  (7), п ре д ст ав и м  5> 
в виде  полинома 2-й степени,  у д о в л е т в о р я ю щ е г о  этим условиям:

! ! = « ,
( Д - 1 Р

В этом случа е  (9) м о ж н о  запи сат ь  в виде:
д

(39)

= _ I _ j E ( A _ 5 ) » . m K(i)ds;  (40)

или ж е  в час тны х с л у ч а я х  (с у ч ет о м  (10) — (12):
а) вын уж де нн ой конвекции:

д

7 к в = 1 д = т у ^ д  (41)

б) е с те ств ен н о й  конвекции

ХКЕ =  ^  ^ ( Д -  £)2- М ^ ;  (42)
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п) см еш ан но й конвекции
л

(А
\

=  - T T T T - j  ■ (А ;)2 9 , ( 0  d l  I . * (Д -  «)г 2® Я  =У*вН •

J : ~  Лп:. (43)
R e

Очевидно,  интегралы,  в х о д ящ и е  в (41)— (43), л е г к о  вы числяю тся .  
В общем  виде,  с у ч ет о м  (40) и (21), м о ж н о  записать:

’ s in -  2 " /
( А -

П о л у ч е н н о е  трансцендентное  уравнение  по зв о л я е т  для любого  р е ­
ж и ма  о п р е д е л и т ь  з ави си мо сть  то лщ ин ы области т е п л о в о г о  в л и я ­
ния от координаты (->:

А =  А ((-)). (4 о)
П о л е з н о ,  кр оме  то го ,  о тм ет и ть ,  что в об щ ем с луча е

iim /(А)  = 0 и linjAi.  — о, (46>
х> 1 л__д ii±

а т а к ж е ,  что '/('■) у в е л и ч и в а е тс я  с ростом  А по параболической
зав ис и мо сти.  З т о  поз вол яет  с доста точ н ой  степ ень ю точности
апп ро кси мир овать  функцию у(А =  о -f 1) выражением:

/. = <А 1)- ^ с ( А  - О ’ . / Л к ф г ё ^ а . р Р ,  (47)

где  о — А - ■ !, а а и р  - в е л и ч и н ы ,  п од би раем ые  из ус ловия  на и­
л у ч ш е г о  приближ ени я ап пр окс им иру ю щ ей функции к апп рок сим и­
р уемой.  И эт ом с л у ч а е  м о ж н о  за пи сат ь  в м есто  (44)

? =  I ■ • Л  -  /-0+ — I"  \ I ’’ (48)
■2„Рг^ , I „ ) | • 1 ;

Д л я  оп ред ел ен ия  б ез р а з м е р н о г о  коэффициента  теплообмена ,  
о с р е д н е ш ю г о  по поверх но сти  сфери че ск ой  частицы,  в о с п о л ь з у е м ­
ся извест ным  с оот но ш ен ие м  Д.  И. К у д р яш е в а ,  кот ор ое  в данном 
с л у ч а е  можн о за п и с ат ь  в виде:

.Yu =  2 +  I -— | • (49)
V Р )

Зд есь

,: - L  sin в н е

\ sin  0  d S  
о



П о д ст а в л я я  в это  соотношение  значение  р по (48) и учитывая  
(49), получим:

i я
N u = 2 + _  Ъа P r - K x

jdd п\
_  W v - 1 _

s in  в  d@

о
1 - К

1 +  *o\ i
(50)

sin2
I J

Получе нн ая  ф ор м ул а  д ае т  в о з м о ж н о с т ь  определить  значение 
осредненного по пов ерхности частицы коэффициента теплообмена  
в случа е  вынужденной,  естественной или см еш ан но й конвекции.

р


