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Вопросы механики жидкостей и газов

А .  Ф Б О Ч К А Р Е В ,  Л .  И  Ж Е М К О В .  J1 И  К У Д Р Я Ш Е В

О Р Е Г У Л Я Р И З А Ц И И  ПР ОЦЕССОВ НЕСТАЦИОНАР НОГ О  
Т Е П Л О О Б МЕ Н А  В СИСТЕМАХ С ПЕ Р Е МЕ Н Н ЫМИ  

Т Е П Л О Ф И З И Ч Е С К И МИ  ХАРАКТЕ РИСТИКАМИ

З а д а ч а  расчета  нестационарного  теплообмена ,  постоянно в ы д ­
в и г а е м а я  в ра зл ич ны х областях  техники,  все чаще приводит  и с ­
следо вателя  к  необходимости а н а л и з а  систем нелинейных д и ф ф е ­
ренц иал ьны х уравнений.  К  сожал ени ю,  в наст оящее  время не воз­
мо жн о  пока получить  общее  решение таких задач .  Число  р е ш е н ­
ных з а д ач  д а ж е  для  частных случаен сравнительно невелико.  Это 
например известные работы А. Н. Тихонова [I]. М. Ш то р м а  [2], 
Л.  Б о л ь т ц м а н а  [3], которые,  однако,  не з а т р а ги в а ю т  полностью 
всей проблемы.

В последнее  время получили значительное  развитие  методы ре­
шения нелинейных за д ач  теплообмена ,  в которых теоретические ис­
следов ани я  сочетаются  с электр омодели рование м [4], [5], [6], [7].

В данной работе  ставится  за д ач а  оценки влияния  нелинейности 
граничного  условия  на с т абил и за ци ю  нес тационарного  т е пл ооб ­
мена. В диссертационной работе  автора  [8] экспериментально 
была  по дтвер ж де н а  теоретически п р е д с к а з а н н а я  особенность про­
ц е с с а — физическая  л и н е а р и за ц и я  граничного условия ,  в р е з у л ь ­
тате которой с гл аж и в ается  нелинейность задачи.  Этот  вопрос был 
исследован достаточно подробно,  но до сих пор другие  работы в 
данн ом  на пр авлени и отсутствуют.

И з л а г а е м ы е  ни ж е  результаты,  полученные независимо от [8], 
при вод ят  к качественно одинак овым зак ономерностям.

Ра ссм отр и м  за д ач у  нестационарной теплопроводности:

Здесь ;  & =  Т  — T f — изб ыто чн ая  темпе ратура  тела  над  т е м п е р а ­
турой о к р у ж а ю щ е й  среды.

ср у ~  =  div (/. g rad ■&).
<J~. О)

(2)

(3)

(4)

т =  0 Я- =  5>„(jc, у, г).

=  '•<*). ср =  сР0>).



Вв одя  функц ию Кирхгофа:

Ф  =  !').(•!>) d& +  0 П,
9

приводим ис х о д н у ю  си с те м у  уравнений к виду:

£  =  Л(Н)у^) .

^  =  о, в =  е^г,

/1(0) =  1 +  /г.0 ,
0  =  1  -  фо_

(fi)

(7)Фп — Фо
где  Ф,п — максимальное  зн ач ени е  в з а д а ч е ,  с о о т в е т с т в у ю щ е е  м а ­

ксимальной тем п е р а ту р е  Т,„.

Ф л) =  const ;  (8 )К  =  Щ -(Ф„

К —  „коэффициент  нелинейности" ,  м н ог ок рат н о  п ри м ен явш ий ­
ся в работа х  J4], [5],  |б ] .  ]7];

X, и ~  ко э фф иц ие нт ы в зависимости:
X =  Xn +  X j й-. (9)

Далее :

Ш , —  .

где  I — хар акт ерн ый р а з м е р  тела ;
1  — функция,  с о д е р ж а щ а я с я  в переменном критерии Био.  

С у ч е т о м  (о), (9) и (11) мо ж н о  получить:
*  I

(Ю)

( П )

' а ( 1 ’ -Тл * )' -  II '

( 12)

Таблица I

3'

в , .
к  -  - 0 , 1 - - 0 , 2 — 0 ,3 0 ,4 - - 0 ,5

0 0 ,5 0 0 0 ,5 0 0 0 ,500 0.500 0 ,500

0 .2 0 ,5 0 3 0 ,5 0 5 0 ,5 0 8 0 ,5 1 0 0 ,513

0 ,4 0 ,505 0 ,510 0,516 0 ,5 2 2 0 ,5 2 8
0 ,6 0 ,5 0 8 0 ,510 0 ,5 2 5 0 ,5 3 1 0 ,544

0 , 8 0 ,5 1 0 0 ,5 2 2 0 ,5 3 4 0 ,5 4 8 0 ,563

1 ,0 0 ,513 0 ,5 2 8 0 ,544 0 ,5 6 3 0 ,5 8 6



или, через б ез р аз м е р н у ю  функцию Кирхгофа:
- _  2 й, _  2  1_____

х ,  ' 1 I p i  +  й - е .
Нетр у дн о  видеть,  что величина  JP из м е н яе т с я  сравнительно с л а ­
бо при пра кти чес ких значения х коэ фф иц ие нт а  К  =  0 , 1  н— 0,5 (см.
табл .  1). Уч иты вая ,  что В' и з м е н яе т с я  почти линейно в функции 
©„., заменим средним значением:

V -  3 : * 1 ( 14)
2(1 | П + Л ' )

В итоге граничное  условие  в системе (6 ) линеаризовано,  так как

Bi* =  Bi,t ■ lw ~  B ia ■ Г ^  B in • 3  ?• ' -У- -  . (15)
© 2(1 ; | 1-i- /<)

Пере йд ем тепе рь  к рассмотрению к о н кр етно го  сл у ч ая  — нест аци ­
о н арн ого  теплообмена  шара:

=  /1(©)- - 1 - . j т\ —  1 ■ (16)
0F»n К ’ ri дг, | . дг] \ У

Ч  e „  =  I. (17)

/<?<* \ =  • п
о I .

П е р е й д е м  от уравнения (16) к интегрально му  соотношению:

"(яг),. . «»

т ( £ 1 -  <|9>0

где  — -— приближенно за м е н я е т с я  величиной:
Л ( в )  р

1 А' £*2 Л'З
Р =  с [ 1  - к в ( /да) 2 - - ( / с в у ч - - ]  d e  =  i - 4  +  - 3 - - ~  +  ■■■ (2 0 )

о
В итоге  величина  3 в интегра льном  соотношении — константа .  

И щ е м  приближенное  ре ше ние  д л я  © в вид е  произведения:

© = 7 1 ( 1 - 5 / - ? ) ,  (21)
где  А —  функция

И сп о л ь зу я  граничное условие  (15), получим:

В  =  ■ (22)
2 +  Bi оЧв

Под ст ави в  (21) в (19), после интегрирования  имеем:



й (  [ 1 А, (1 - Д г 2 ) ] * г ? А - , -  0. (24)
о

Отку да :

/ (1  - В г * ) г * а Г1 ~  ~ ~
Д, =  - 1   -  Т  -  5\  -  ■ 125)

т - т в - т *
В итоге придем к с л е д у ю щ е м у  пр иближ енному решению:

_1_  в_

«  =  п  V - Ч  е х Р ~  -  Т Г ^ 1------ f ~ В гУ- <26>
—  — —  Д-г— Л- Г-1 ( — ■- v - c i
3 5 7 -  \ 4 5 J

И з  соотношен ия (26) с л е д у е т  наличие  р ег у л яр н о го  р е ж и м а  для  
функции Н:

1 д 1-) 2 В .
- — . —  — ----- -------- т =  const .  (27)

'  '  3  5  I
В с л уча е  получим 5 =  3,0 и (26) об рат итс я  в про стое
выражение:

в  =  - | - е “ Г".(1 -г ' () ,  (28)

отли ч а ю щ е е с я  от резу льт ат а ,  по л у ч е н н о го  Л .  С. Лейб енз оп ом
[9], наличием величины 3:

0  =  ~ ’е ,а"-(1 — г р - - р е з у л ь т а т  Л.  С. Лей бенз он а .  (29)

При пос тоянных т еп лоф и зи ческ и х х а р а к т е р и с т и к а х (28) и (2 9 )с о в ­
падают,  т.  к .  Ч - 1,0.

С л е д у е т  отметить ,  что  по л у ч е н н о е  приближенное  решение  (26) 
д а е т  уд ов лет во ри те льн ый ре з у л ь т ат  лишь при больш их значениях 
/■'о, п оэ то м у  б у дем  теперь  искать  решение в виде:

(-) =  ,/] . sin (яг0_ (30)
иг,

Величины корней п  о п р е д е л яю тс я  из х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в ­
нения:

— л c t g n  = Д . - £ г п -  I. (31)
И м ея  бесч исл енн ое  м н о ж е с т в о  корней п и п ъ  . . .  пл, строим р е ­
шение (19) в виде:



1 —

Отсюда:
А 1

sin (flul'i)
/111!'I

r \  dr  j. (33)

£ s i l t  </tK r ’ ) r  j  </r>
Лк'-I

=  2-

S

s i n  n K  —  П к  ‘ C O S  « к  

П и  — s i n  П к  C O S  П к
(34)

ridr

В итоге  получим решение  (19) в виде:
л“.

В. V s i l l  «К • - Нк -COS /1к  sin (Лк >|)
1 " к  —  S i n  /1ц ■C O S  П н  п К ' Т

/Тк
ь

(35)

П о с к о л ь к у  величины —  р а с п о л о ж е н ы  в с л е д у ю щ е й  п о с л е д о в а ­

тельности:

-  , (36)
Пл ^  П,,
ч "  г

/Г:
а

то  ряд  (35) б у де т  с х о д я щ и м с я  и в итоге  м о ж н о  ожидат ь ,  что со 
временем он с веде тся  практи чес ки к пер во му  члену ряда ,  т. е. 
получим регулярный реж и м для  Н по F a:

1 d r)  " I  ,-  - - -  .  - -  . =  —  =  c o n s t .
Н £?/■„

(37)

И нт ересно сравнить дв а  полученных р е з у л ь т ат а  (26) и (35) с 
п ри бл иж енн ы м  решен ие м той ж е  зад ач и для те мпературы,  п о л у ­
ченным в работе [4]:

t = т — г , 1 1 2U
sin Л [ — И| COS п I —  г »  s i n  ( П |  Т 1 )

Ш S i l l  п I C O S  711 /1|' 1 —  1
,, . (38)'Fm ■— i f  I' ] \ k — 1

Из (38) следует,  что при бл иж ени е  к  регуляр но му  режиму для 
избыточной темп ерату ры  нас тупа ет  лиш ь при больших з н а ч е ­
ниях Fо, т. о. когда у ж е  нас тупила  с т абил и за ци я  теплообмена  п 
теплофнзпческие  ха ра кт ер ис ти ки  тела ,  п р и ближ аю щ его ся  к теп­
ловому равновесию с о к р у ж а ю щ е й  средой,  у ж е  слабо  изменяются  
(по логая  часть  кривой о х л а ж д е н и я ) .

В об щем же случае:
—  • -~J= const .  (39)
I дУ„ ' '

Насту п лен ие  регулярного  р е ж и м а  по функции Ки рх гофа  прои с­
ходило всегда р ань ш е  регу ляри зац ии  по температуре .  Этот резу ль ­
тат  подробно освещен в [8].

ст.



Р ассм отр и м  теперь мо де ли ров ан ие  процессов  нестационарной 
теплопроводности.  Эта  работа  бы ла  проведена  д л я  наглядного  
пр ед ста влени я  процессов,  исследованных теоретически,  н д л я  п р о ­
верки.

М о д ели ро вани е  нелинейных з а д а ч  проводилось на электронной 
модели ИПТ-5 .  Д л я  простоты м о де ли ро ван и я  в качестве  примера  
выбран случай симметричного  о х л а ж д е н и я  плоской бесконечной 
стенки.  Выбор одномерной з а д а ч и  определен схемой модели ИПТ-5.  
Т е п л о ф и з и ч е с к и е  х а р акт ерис тик и материала  были выбраны с л е ­
дующими:

'  =  > о-( 1 +  at) 

с =  с„(1 +  bt)

аж 'I
М  час '-С I 

д  ж 

к г ' С

-  /.„ =  100,0, а  =  0.01 1

с„ =  0,1,  Ь = 0 . 0 2  Г-1-
L с

кг
7 =  10 000 I —  I -

|. м  J  ’
о =  0,1 м  -  п о л у т о л щ и н а  пластины.

К а к  видно, теплофи зич еек пе  характе рис тик и не были связаны 
дополнит ельны ми условиями типа условий Што рма.
И с х о дн а я  си стем а  уравнений:

I С.Рч ~  =  div (>. grad /).

J -  = Х . ДТ
\  \ d c j a
1 т =  0  t  =  О =  cons t .

( X =  a(0;  c  =  c(t), 
пр ео б р азу етс я  на основе  функции К и р х ю ф а :

ф  =  \ i ( i ) d t  =  k { i + • -£ - /* ) .
0  ̂ -

О тсю да  имеем:

(40)

а I Э  +  ч

Вводя б ез р аз м е р н у ю  фу нкцию Ки рх го фа  В =

2 аФ
■ т г

ф

Фп  ’

-  1

(41)

(42)

мо ж н о  з а п и ­

сать:

/ ~ н > 1 +  В — 1

v --44.

П р еоб разо п ан н ая  система ура вне ни й п о луч ит  вид:
<39 «„ 1 at
l h  ~  ' 1 bl

- Р  =  B i  

г = 0 ,  0 = 1 .

(43)





З д е с ь

д а ^ - Я » * * 0

F« = 0  0 = 1 .

Г  я ц-
°о-  ~JT ’

5 _  г■в --
! ’

Ф у н к ц и я  f  (В) и м еет  вид:

/ ( в )  =

(45)

(46)

2 я Фи

и в данном конкр ет ном  с л у ч а е  

/ ( « )  = ------
I

1 (47)

| 1 J- RH

Г р а ф и к  функции приведен на фиг. 1.

П осле  исходных пре обра зо ва ни й з а д ач а  р е ш а л а с ь  в двух  в а ­
р иан тах .  В первом ва р и а н т е  исп ользована  гипотеза об автолинеа-  
рнзацнн граничного условия ,  о которой говорилось  ранее. При 
решении з а д ач и  по этому вари ант у  приним аетс я  Bi* — const.

З а д а ч а  р е ш а л а с ь  при: Bi*  =  2,5; 5,0; 10.

•Схема разб ие ни я  стенки по слоям и з о б р а ж е н а  на фиг. 2. В соот­
ветствии с системой уравнений,  к которой свелась  з а д ач а ,  была  
пос та влена  блок-схема модел и рован ия  процесса теплообмена .



С ис тем а  уравнений и меет  вид:

=  _]_Ди, )(— 1,0417щ  +  1,041«а — 0 ,2 5 B ivu 0). (48)

r!Hl =  _ L  f  ( u , ) ( +  0,5м„ — и 2 -f 0 ,5ua). (49)
100

^  f Ы ( 0 , 5 и ,  -  и, +  0,5иО. (SO)

Т *  =  ^ / ( “ «)(0.5и3 -  « .  + ' 0 , 5 и в) • (51)г/- 100

— к*)- (52)
a t  100

при т — 0, и,: =  100,0 (i =  1, 2,  3,  4, 5), (53)

/ ( u , ) =  100/ (0, ) ;  ". (53)

Второй вариа нт  зад ач и р еш ал ся  без учета явления л и н е а р и з а ­
ции граничного  условия.

При этом граничное  условие  является  нелинейным:

З Д ( в ) - « » -  (55)

С  у ч ет ом  зависи мости  /. =  / п(1 +  я 0 ,  имеем:
о  ' а ■ / й  Iш  =    = ----- —

/0(1 \ at) 1 р ill ’
или

Я /  =  - . (56)
I 1

Граничное  у с лов и е  имеет  вид:

-  !” =. =  йг(). ■ - - 1-  ■ ■ е „  . (57)
dl 1 1 1  8Htt, v 7

Функция / (6)) =  1 изм еняется  сл ед у ю щ и м  образом :
■ 4 I [ - 8н~,

н 0 ,  0 , 1 ;  0 , 2 ;  0 , 3 ; 0 , 4 ;  0 , 5 ; 0 , 6 ; 0 , 7 ; 0 , 8 :  0 , 9 ; 1 , 0

Л й ) 1 , 0 ;  0 , 7 1 6 ;  0 , 6 2 0  , 0 , 5 - 1 2 , 0 , 4 8 8 ;  0 , 4 1 7 0 , 4 1 5 ; 0 , 3 9 0 ; 0 , 3 6 9 ;  0 , 3 5 0 ; 0 , 3 3 3

Бл о к  — схема для этого вариан та  пре дс тавлена  на фиг. 3.
Р е ш е н и е  п ровед ен о при B i n =  5,0; 10,0 — конечном значении

критерия  Био (при 0  =  0). Т а к ж е  было  п р оведено  решен ие  при 
начальном значении критерия Био,  равном 20,0 (при 0 =  1,0). В 
этом с л у ч а е  пр оц есс  и д ет  при н а р а с т а ю щ е й  интенсивности т е п л о ­
обмена:

B i n =  20,0 B i  =  60,0 

0  — I 0  =  0.
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Ре зу льтаты  моде ли рован ия

Д а н н ы е  вычислений на м аш ине И П Т - 5  приведены в та б л и ц ах  
‘2 — 8 и на графи ка х  фиг. 5, 6. Кр ивы е 0  =  / ( /Ч )  пре дс тавлены в по ­
лулогари фм и че ски х координатах .

Р е з у л ь т а ты  о к а з а л и с ь  следующими.  По истечении некоторого 
периода времени от н а ч а л а  процесса в опытах с Bi — const ,  н а б л ю ­
д ал а с ь  р егул яр и за ци я  функции Ф, несмотря на переменность  X и 
с. Во всех точках  бесконечной пластины л о г а р и ф м  Ф со временем
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переходит  в линейную функцию.  Величина темпа  изменения  Ф  сох­
раняется  в течение всего процесса.  Эта особенность имеет место 
при ра зл ич ны х значениях критерия  Бпо.  Ре зу л ь т а ты  этого примера 
качественно одина ко вы с экспериментами,  описанными в [8] и д а ­
ют возможность ,  по н а ш е м у  мнению, при знать  существование  а в т о ­
лин еари за ци и граничного условия  3-го рода,  которая  теоретически 
была  п р ед ска за на  в [8]. Особенность нелинейных процессов с г л а ж и ­
ваться при л и н еари за ци и граничного условия  по дтверж ден а  таким  
образом д в а ж д ы  — в экспе риментах  (реальный  процесс),  и при 
решении з а д а ч и  на электронной модели.

Прим еры,  которые модели ровал и сь  при нелинейном граничном 
условии 3-го рода  показали ,  что эта нелинейность приводит  к не­
линейному ха ра к т е р у  изменения  лог а р и ф м а  функции Ф. Иными 
словами,  регулярного  р е ж и м а  в этом случае  нет, темп о х л а ж д е ­
ния — величина  переменная .
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