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Вопросы механики жидкостей и газов
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Принятые обозначения

Т — 'температура,
Т ч — максимальная температура кристалла,
T f  —  температура среды ,

1 \ Ъ —-средние температуры, 
л — показатель  преломления,

R\ ,  R i — радиусы и ядра оболочки ,
Г] — безразм ерны й радиус, 

и н дек сы  н — накачка, о — охлаж дение,  K i,  Го, Bi — критерии Кирпичева, 
Ф урье,  Био ,  m  —  номер накачки или последующего процесса охлаж дения ,  
JdV-n), Л \ уп) — функции Б есселя

Использование составного цилиндра (активное тело в оболочке  
[1]) в качестве рабочего вещества оптического квантового генерато
ра (ОКГ)  представляет интерес как с точки зрения увеличения ра
диации накачки и уменьшения плотности радиационного шума з  
генераторе, так и в связи с устранением генерации паразитных мод.

Конкретным примером такого активного тела может служить  
цилиндр из сапфира (А120 3),  в центральную часть которого введе
ны ионы хрома. В случае рубинового ОКГ применение сапфировой  
оболочки в виду большой теплопроводности сапфира приводит к 
увеличению эффективности теплоотвода от активного элемента.

Как известно, ряд квантовых параметров активного вещества 
определяется его температурой. Переход в тепло части энергии 
накачки, обусловливающей нагрев активной среды, сильно влияет 
на их значения. Поэтому при решении вопроса об оптимальном 
режиме работы следует всегда учитывать температуру активного 
тела. Математическому описанию температурных полей в состав
ных кристаллах импульсных ОКГ и посвящена данная работа.



Если теплофизические  ха ракт ерист ики рабочего  ядр а  и оболо ч 
ки принять  одинак овыми ,  то имеется во змож но сть  при постановке 
з а д ач и  зна чительно упростить ее формулир овк у,  ра ссм ат ри вая  
температур но е  поле слож но й системы,  ка к  единое  для  я др а  и для 
с апф иро вой  оболочки.  Тогда ,  р а сце ни вая  процесс накачки  к ак  
весьма быстро п рот ека ю щи й процесс,  среднюю по о бъему  т е м п е 
ратуру тела ,  ко тора я  яв л яе т с я  исходной в дальн ей шем,  можно оп 
ределить из следую щег о д и ф ферен ц и альн ог о  уравнения:

к _

2 J К! г.  rfr, - - J t .  (1)
о d Fo

где
1

0  = 2  j  0 r ,  d r {\ ( 2 )
0

0  =  T ~ Tf  • «  -  T ~ Tf
T  м —  T f  ' T„ —  T f

Отметим,  что в отличие  от  обычно рассматриваемой задачи,  
когда  рабочий кристалл непосредственно ох л а ж д а ет с я  ок руж аю щей  
средой,  в верхнем пределе интеграла  (1) вместо единицы стоит от-п
ношение  5? =  Это  указывает  на то,  что  при определении ср ед 
ней температуры системы внешняя  оболочка  считается  в отно ш е
нии радиации накачки не п о г л о щ а ю щ е й  средой.

Интегрирование (1) дает:
Fo k

0 = 2 !  (J Ki' г, dr,) dFo + 0О (3)
о о

или
к

0  = 2  Г КГ r , d r , +  0 О- ' (4)
о

Н а  основании (4) д ля  средней те мп ерату ры  при любой н а к а ч 
ке тела будем иметь:

0п , а 1 =  ®н, 1 ■+ 0о.  т—I • (5)

Д л я  определения 0 О, во спо льз уе мся  сл ед ую ще й системой:

двь  =  1  ( г дв°- ) (а)
d F o  г 1 дгг 1 dri J

F o  =  0; 0 О, m_ i  =  т - 1 (б)"  — 1 U j  t   1 П |  H i    J \  /  t

- ( % r L ) , . , =  B i 0 ” “ - 1 U  <•> I

(6)

Как известно [2], решение  (6) имеет вид:
ао —

0 о. , п - 1 =  / „ ( ^ е х  p ( - ^ F o ) ,  (7)
и-1



где  |а„ — корни характерист ическ ого  уравнения:

рд J,  (р„) =  Bi J 0 (рл). (8)
Нетру дн о  видеть,  что уравнение  (7) при r , - k  х ар ак те ри зу ет  

распределение  темп ературы  в ядре ,  а в области  изменения  
определяет  темп ерату рн ое  поле внутри оболочки. В ч ас т 

ном случае,  п ол агая  в (7) r, =  k  найдем те мп ер ату р у  на границе 
кр и сталл а  и оболочки в любой момент  охл ажд ени я :

во. =  y  * d * = L  . -У0 (pnfe) exp  (— p„Fo) (9)
~  V-n 7o(t*») +  J l M

Ср ед ня я  те мп ера тура  кр и ста лла  в период о х л а ж д е н и я  нах о
дится  из в ы раж ен и я :

к
( ® 0 .  т— 1)яд ра=  2  J  0 о ,  т—l Г i \ =

О

=  У  . М ^ к ) М ^ )  е х р ( _  ^ Fo)  (10)

Средняя  температура  оболочки в период охлажде ния :
1

(0 0 ,  ш—1 j  оболочки ”  2  J  ©о, /п — 1 Г i d f  j =

= [,/I (,„) -  kJ ,  (pnfe)] • exp ( -  &  Fo) (11)
JolHnJ +  JiKV-n)

Средняя  температура всей системы:
i

в 0 . m - l =  2  I в 0 . т - 1  С  d r ,  =
0

2  0 Н/ т — 1 J l f a n )  ,  9  г ?  \ /1 п \=  >  — -я— - —я----------- i t — ехр (— Fo„) (12)

П о л а г а я  в (12) F o  =  F o 0, находим среднюю температуру систе
мы в конце  процесса  охлаждения:

— "V 2 Ф н ,  i l l— 1 ./ {(Ю .) .  ̂ .

е ° . J  ^ —  • Л м  + j i (Vvi)' e x p  {~ h  ° u) <13)

Количество  тепла , учас твующ ее  в теплообмене  в процессе ох
л аж д ен и я :

<11)Q 7л ,  V  2 Л О М  . .... .
—  =  в„, ш_ ,  1 -  >  —  • . , ,2, . -«хр ( I1, 1"и)
Qo , ^ 0 !*п Уо(и-л) W i  0*/|)



В соответствии с (4), (5), (7), (13) и (14) будем иметь:
к

0Hj j =  2  j K V r x d r x (15)
1

*  ■ -  *  ■1 ,  i  ■ <№ )  '*»F o > <16>

§"- ■ - s- ■ | д  • <- <i7>

- q . - * 1 {1_| д  • ® ^ S - e x p ( _ l ‘: F o J } <l8)

В дальнейшем для  простоты записи введем обозначение:

А =  У А  ■ 12г '^Т ~/2у — \ ‘ехр  ( -  r f F o J  (19)
Г -! «** -Vi*")4- j  id'-)

Так что:
0 с . , =  ( \  , Л (20)

Qi 
Qa

0 | | .  2 =  0К , 1 +  0 0 , 1 =  0 н ,  1(1 +  Л )  (2 2 )

~ -  =  0 . м ( 1 - Л )  (21)

* -  :  • y g f r + k r ) j ‘(i,”r ' ) e , ! p ( _  й р о )  -

=  5 . . , <1 +  А ) 2 ±  . е х р ( - д о  (23)

0о. 2 =  0,1. 1 (1 + ‘Л) Л (24)

£  =  0 Н,2 (1 -  Л) =  В„., (1 -  Л)(1 +  Л) (25)
Qo

0,1 .3  “  0Н.1 +  0 о ,2  =  0 н ,1  (1 +  Л  +  Л 5) (2 6 )

« V ,  -  5 , ,  (1 +  Л  +  Л * , 2 ^  • е х р  ( -  Д О < 2 7 )

00,3 =  ©„. 1 (1 +  л  +  Л 2) (28)

=  0 Н, , (1 — Л) Л (1 +  Л +  Л-) (29)
Со

©я, ч =  0н. 1 +  ©о.з — ©н.1 (1 +  Л +  Л" +  Л э) (30)

е , |, - 5 . . , ( 1  + л  + д= + 4 * ) V- L .  _ х
^  то М  +  T \(v-n)



х  (31)
бь.4 =  Вн,1 Л(1 +  Л +  XI2 ■+ Л3) (32)

■5* =  б и, 4 (1 -  А)  =  0 1Г. , (1 -  Л)( 1 +  Л +:  Л 2 +■ Л 8) Л (33)
Q о

Не представляет  труда  продолжить  запись:

0 Н .  т ”  01, н +  ^ 0 , ш—0 — Si,  „ (1 +  Л +  Л “ :+ Л3 +  • ■ • !-(- Л т ^ г) =

=  0 , .  „ V  Л  (34)
т—Л

т оо
во. У  Л " - 1 V  1  -  М ^ У  . . е х р ( - ^ о )  (35)

£ \ £ х 1 п Л Ы  + -Л(Ы
т

So.™ = 0 Н., л  2  л"1- 1. (36)
ш = 1

ш
= 0ц, i(l — Л) л  2  *  (37)

"о 111 — )
Поско льку  Л < П ,  то при т-> оо получим:

Фц,Г0П   1 _

Р||. 1 ' А

0«. ОО Л

011, 1 * — ^

(38)

(39)

00, т 1
0н,

v  ±  . М & Ш » р 1 .  е х р ( -  O/Fo) (40)

2 =  =  В„. , Л  (41)
Qo

П р и  рассмотрении вы шеиз ложе нн ого  мы исходим из следующих 
приемлемых допущений:

1. Кр ис талл  рассмат рив ается  к ак  бесконечный цилиндр.
2. В ремя накачки ти и время о х л а ж д е н и я  то сохраняю т оди н а 

ковые значения  в течение всего процесса.
3 Теплофизические  характе рис тик и вещества считаются  посто

янными,  т. е. нез ави ся щ им и от температуры.
4. Коэ фф ици ент  теплообмена  м еж д у  поверхностью оболочки 

и о х л а ж д а ю щ е й  средой постоянен.

в ы в о д ы

1. По лучено решение  системы уравнений,  опи сываю щи х неста
ционарный теплообмен активного  элемента в сапфировой обо лоч 
ке.



2. Конечные расчетные соотношения с в я з ы в а ю т  основные х а р а к 
теристики,  о п ре деляю щ и е  теплообмен активного элемент а  ОКГ.

3. П ре дс тавленн ое  в соответствии с теорией подобия в б е з р а з 
мерном виде  решение  дает  во зм ож н ос ть  теоретического  ана лиз а  
широкого  кл асса  з а д ач  теплообмена  в ОКГ.
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