
Г.А.Кулаков

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛООШЕНА
ПРИ МЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКЕ

Интенсификация технологических процессов с целью ловшения

производительности труда достигается при механической обработке 
за счет форсирования элементов режима обработки, что приводит к 
росту теплонапряженности в зоне обработки. Негативным последстви
ем концентрированного теплообмена является дестабилизация струк
турного состояния поверхностного слоя, а также повышенный износ 
режущего инструмента. Это, в свою очередь, существенно снижает 
долговечность деталей и приводит к более значительным потерям, 
чем выигрыш от экономии трудовых затрат. Снятие отмеченного про
тиворечия выдвигает задачи управления теплообменом при механичес
кой обработке и проектирования высокоэффективных технологических 
процессов и конструкций лезвийного и абразивного инструмента.

Первая задача в работе решается посредством совершенство
вания расчетных методов путем учета при схематизации контактного 
теплообмена в системе твердых тел "обрабатываемая деталь - инстру
мент - стружка" взаимного влияния, геометрии и размеров контактных 
площадок. Согласование расчетных моделей лезвийной, абразивной и 
упрочняющей обработок достигается за счет решения задач контактно
го теплообмена на основе метода потенциала и соответствующих асим
птотических методов.

Отличительным в рассматриваемой математической модели яв
ляется  исследование теплообмена в системе трех тел через о&цую 
контактную область (промежуточный слой), которая мала по сравне
нию с размерами самих тел.

Типология контактирующих тел (схематизация, правила описа
ния, проверка гипотез), классификация источников и стоков тепла, 
действующих в технологических процессах, в данной работе принята 
аналогично данным в работах [ l , 2 j  .

В контактной области выделяется тепло 
Q (t) -- А р£ гГ7 (1)

где - тангенциальная составляющая силы резания; 2Г - скорость 
резания; А - механический эквивалент теплоты.



Тепловые потоки Q i ( t )  ~ п .)  у поглощаемые контакт-
нши площадками S t , осредняются по площадкам контакта

%  ( i ) =  ^ 7- - Me Sc . (2)
-Постулируется выполнение уравнения теплового баланса для зоны 

контакта M € S i  в виде

a l t ) - . I s ^ a i e k j t ) i n t ) - t ( t ) ]  ‘ t i n ?  1 ) ,  , 3i

где Q n = t ( t )  / ( t  )  - тепловой поток, уходящий в промежуточ
ный слой;

h [ ( t )  ,  коэффициент теплообмена.
За контактную температуру для каждого тела принимается темпе

ратура геометрического центра каждой контактной области.
В системе тел с общей поверхностью S , по которой движется 

промежуточный слой, тепловое поле в каждом теле Q, )
описывается уравнением теплопроводности

| f  = «4- а - f t  W  (4 ,

с начальными и граничными условиями

aJ - M M h * c 3i £ r \ : k c ( t - ^ h  (5,
\t=o 0

где TL - TL (W , t )  T $ l (s > ^  ^ >

с - коэффициенты тепло- и температуропроводности;

Ч*С = V t  f  А1, 1 ) “  заданные плотности распределенных источников 
тепла. ^ q  .

Записав через <jL - < }i(^ ■>t  )  = "А ' $ IS  неизвестные тегшо- 
вые потоки, соотношение (5 ) можно представить в виде

]  = h e  7t )  - Т с С м ** )]ш (б )

На основании соотношений теплового баланса для промежуточного 
слоя будет выполняться уравнение

m s ( i ( 7 ,



где £ ) - количество тепла, выделяющегося на площадке*? ;
fD - масса жидкости, соприкасающейся с единицей поверх

ности S  ;
S  - удельная теплоемкость; 
t  - направление касательной к поверхности.

Согласно общей теории уравнений теплопроводности температур
ные поля в телах можно представить в виде тепловых потенциалов 
простого С ЛО Я f

Q. ( M , t ) - - г - J ^ S (№ ) С п  >FC ( S ? t ) ?*• ' A l G oSi

где С Гс - функция Грина второго ряда;
d S  - элемент площадки контакта;

М * (Х ,ц гХ.) - точка наблюдения температуры;
д/= (х‘, у, z ) > л/, Л/0 € S ;

Г, Ш  -- (м* г)сп Си,Н о , t П }dsLС (р Jc L ( 10)
Полагая М - A/s S , получим

71 № t) ~~ j ~ [  </r| gL ( л/о,г)СГс (*/,*/<> t - г )ds+fM  i )  (п )

Совокупность уравнений (6 ,7 ,10 ) на поверхности S  представ
ляет полную систему интегро-дифференциальных уравнений относитель
но неизвестных функций

К ( л / , Ц ,  <Г(а/л )

Приведенная система уравнений является Вольтерровского типа 
по времени £ со слабой особенностью и Фредгольмского по коор
динатам. В том случае, если температура среды задана, то уравнение 
(7 ) отпадает, и рассматривается интегральная система уравнений 
(6  и I I ) .

При введенных предположениях о граничных и начальных условиях, 
балансе тепла, форме и расположении источников, а также геометрии 
контактирующих тел уравнение теплового баланса (3 ) примет вид

w S s ^ c ( t ) * e 0[ № -  U n j n Ls ' ( t ) ,



где *l(t) - температура на входе в контактную область;
[ о - масса жидкости, проходящей в единицу времени через 

контактную поверхность.
Тепловые поля и контактные температуры для каждого тела, со

гласно выражениям ( I I ) ,  запишутся в виде

Q i I " ,  * )  - X  И '  №  ГА/- а А ^ / г '  Р ‘ (М ’ L K  (13 '

Т(*>л) - -  f t  W ? ' А V > ( 1 4 )

( М, ft'o , t )  с !S  - осредненные тепловые по
тенциалы.

Температура в геометрическом центре каждой контактной области, 
а также тепловые потоки будут определяться соответственно как

t

т > <1 > = J 7 1 Ъ ( г № Л - г ) d r F J i ) ,  ( i s ;

q ,J t ) ~  kL( t ) [ $  ( t ) - T iH ) ] , (К)

где 0i ( t ) =  , P c ( t ) -  F i(O . i)

Система уравнений (12 ,15 ,16 ), определяющая решение поставлен
ной локальной контактной задачи, будет также Вольтерровского типа, 
что существенно упрощает анализ и решение этой системы.

Однако чтобы перейти к анализу теплофизической ситуации в зо
не обработки, необходимо найти решение указанной системы интеграль
ных уравнений.

Выбор методов решений интегральных уравнений определялся с 
учетом обеспечения численного решения для всей номенклатуры техно
логических операций, входящих в технологический маршрут изготовле
ния высоконагруженных деталей авиационных агрегатов, таких как то
чение, шлифование сплошными и прерывистыми кругами, суперфиниширо
вание и хонингование крупнозернистыми брусками, дробеструйная об
работка. Поставленной цели соответствуют методы осреднения по вре
мени - рекуррентный и операционный.

Приближенный метод решения системы уравнений предполагает 
рассмотрение процесса теплообмена за фиксированный промежуток вре
мени (0 , £  ) .  Все тепловые потоки C{/L ( t  )  и контактную температуру 
Т({ ) осредняют за указанный промежуток времени (0 ,t) , но с изме
нением самого интервала эти постоянные будут меняться, поэтому при-

здесь = S  С
Sc ^



водимое ниже решение в какой-то мере улавливает нестационарность 
процесса. Этот метод предпочтительно применять для процессов тепло
обмена, у которых характерным является монотонное возрастание теп
ловых потоков до стационарного значения.

С учетом отмеченного система уравнений (15,16) примет вид

о , ( м , t ) - £ ' Л * / : 17 > 

T ;( t ) -  f . 4 - i f t ) rc ( t ) * r i ( n ,  ( I8 )

где r L ( M , t )  = , r ,J i)  ;T3)

Применяя тот же принцип осреднения по времени к уравнению 
теплового баланса ( 12) ,  имеем

-  к г & Ш 'О о
Q * ( t ) ,  t [ t ) i  ( 20 )

Система уравнений (17-20) представляет собой алгебраическую 
систему уравнений, решение которой можно представить в виде

Cj/c ( t )~- Ус(t ) lQ ( t )h ( i ) - f-t f t )]  ,  (2I)

Tc(t)= % ( t ) f L ■ (22)

Здесь принято и обозначено ^

h ( t ) = r ? o  + f  •* s ^ J t ) T  ,

4 " , (

Тепловые поля в телах определяются по формулам

в;(».И  - %г1{ м ,1 ) ш Ш № ) ~ Ш № ( » 'Н  {23 )

Зависимость температуры среды от времени определяется по формуле

Sft)=  Q (t )k ft )  (24)

Рекуррентный метод является более точным по сравнению с рас
смотренным методом осреднения по времени и позволяет рассчитывать 
процесс теплообмена с любой степенью точности. В этом случае весь
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(26)

(27)

интервал времени(0 ,£)разбиваем на Д интервалов. Все неизвестные и 
известные функции ищем или представляем в виде ступенчатых функций

с-о
где E ( t ) ~  единичная функция. Подставляя эти представления в 
систему (1 5 ,1 6 ), получаем 

m l

Ti. U rn)-- J j  j- o t y J t j l Y c  ( tm> t j  ) ,  l -- h . . . ,  n   ̂ (25)

$ ( i „ ) t $ r 4 S i h i ( t m b i o ] + 1  -

'  Q  ( t  m  )  * £ _  S c h L ( t m )  7} ( t m  )  + Eg ( t/r> ) y

t y i  ( t r v )  = h c ( t m  ) [  & ( t r n  )  -  7 1  ( t m  ) J ;  L  = П ,  >

rAe Yi ( ' t /п у t j  )  - r i ( t m - X  ) d T

Вели функции t j f t )  табулированы, то

T c ( t m ,  t j  ) -  / I  ( t m  - t j -  v )  ~ f 7ti f t / n  - t j  )  .
За первое приближение выбираем

гГ с ( и ) =  f t  f t * ) ;  (У ( t o ) - d o  у

f r f t o ) *  h L ( t 0 ) [ d ( t o ) - T l f t J J  . '28 )

Полагая в системе (25-27) t-m равным последовательно 
получаем систему рекуррентных формул треугольного вида, из каждой
последовательно определяем T i ( t j ) j  f y g f t j )  j  d ( t j )  . Ре
зультаты метода легко реализуются на ЭВМ.

Для случая постоянных коэффициентов теплообмена и переменного 
тепловыделения можно применять операционный метод. Применяя к урав
нениям (12,15 и 16) преобразование Лапласа, получаем в изображениях

Q c  ( » , р )  -- 5 г ( р > ъ  ( м ,  р ) ,

Tt ( р  > = j i  ( Р )  P l ( p > + <7 ( Р ) ,

< h (P )  = h . C f f P )  ■ T ( P ) J I

q * ( p )  t s i t y j p l + e J f p j + t p f t p J - h ;

где /’  (М . Р )  - S d P J ( f t ,  t  ) d t

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)



Система уравнений (29-32) имеет алгебраический вид, и ее ре
шение может быть представлено следующим образом:

■ % (P)[Q (P)h(P) -Fc(P))J, 6(P)=Q!P)fr-(P) , (34)

T i(P )‘ 4'i (P )[i~ f 'i (P )Q (P)h (P)* -hf J]  . (35)

Здесь обозначено 'I’JP l-  h jp  h<P [P  I ]  : p / P j^ P ^ S )  % ( P j *  I  P  f Po]  t

Q(P) - 0 > } h(P) с £  SL Vi/Pjn (P )  (36)

Тепловые поля в изображениях примут вид

Qc(M,Ph f-^(P)[Q (P)h(Pj-Рс(Р )У М Р )^ с  (М, Р )  о ? )
Для получения решения в оригиналах нужно к полученным форму

лам применить формулу обращения Римана-Мелина. Из полученного реше
ния для определенных случаев можно получить стационарное решение. 
Например, если общее количество тепл а, выделяющееся в единицу време
ни, постоянно Q(i-) = Q , то согласно известному предельному соотноше
нию J  [Р ) , получим Oh(0)H{(0)j Qh(O) ,
G i f t , * 30) *  % ^ c ( ° ) r t ( l , D) h ( 0 ) Q  7 (38)

где 7 P i ( о )  7 h (o )= [E 4S t 4 Jt (o )* - ia ]

Особая ценность решения операционным методом заключается в 
возможности получения асимптотических выражений (с  учетом формулы 
(3 3 )) .Применение (формул численного обращения преобразования Лапласа 
позволяет получать приближенные решения с любой степенью точности 

Таким образом, полученные математические модели позволяют уп
равлять теплообменом при механической обработке и проектировать 
технологические процессы с учетом долговечности изделий.
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