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Для построения дискового волнового конечного элемента необ­
ходимо последовательности уравнений, полученные в работе [1], до­
полнить уравнениями, позволяющими рассчитывать колебания цилинд­
ра при наложении на него различных кинематических ограничений. 
Получим эти уравнения. Представим амплитуды перемещений на боко­
вых поверхностях цилиндра в виде следующих тригонометрических 
сумм [2]:

Подставляя данные разложения в приведенные в работе [1] уравнения 
(2) и (4), находим
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Замена экспоненциальных функций в выражениях F(l)ok> Fn,lk 
F(1V  х Ч  разложениями (6), приведенными в [1], позволяет исключить 
из (2) и (3) тригонометрические функции и получить искомые последо­
вательности уравнений:

'  (п)Л q
V

= r  п
П (г2 ^ п )

+ Гп
к т  (r i^ n )

_  1'г( т  (г 1^ ) 
—  8 -  п 
h Q Ч

_ К ' (г ,8
Л у  пп  j  т  ' 1 1   i i   Д  v * /   g  __________  Д  В  П )  +

1т(г2Гп) 1П h0 П К т(г1 Г п ) 1П

+  i
(1) ш К ш (г 1^п ) (1)

+ Вт
^rn(r2'vn )  ' К т (г^уп )

1
(п )^  ПТ 1т  Сг 1^п ) т  ^ (1 ) . т  пл- Jm (r i ^ n )

= 1 А п + 1  —  B n — i -------------------------
г ^ т ^ У п )  г г Im (г2^п)

гГ , (1)

Л '1 Ш _ 

т п ^ т У , , )  ж  1'т ( Г ^ п ) Л(1) л
'г , h0 К т (г1уп ) ln n Im (r27n ) 2n "  п

r j  h 0 (г2Уп)

Ао ) _ л ^ i V B(D.
К

• » pW

т О ^ д )  ^

+ i
т  СО

Г| Р = О

со Q
t

- 5Р 2 Г  п + -
t tI - 1 t
9p Ip 3p 10p' 4 , , с р Я

+ i -m 00 

“  E
r , p - 0 1

6p

P  2 C 2  
2

со Q  
P P It t  - 1 

2 V2p 9p

P 2 c 2

t t  ] L ( 1) d ( 1 ) -
4p 1 Op /J p P ’

74



a о 7 3

a 7 3
^ to
1

a

_o
o_

3 
^ I

3 >—H
a~

*
3

3
'

о
/■~

"a
ts

?
M О»

a
a > Ю
'-'

a
V

a

ю

ю

> SC

7 3
'

/--
s

nT С»
3

ю
”1

3
75

75
3

3 •O
_

to
■N 3

3 4-̂
CO a

(I)

i

кГ
3

a
a

о >_*
1—

*
3

3̂ ~N
кГ

to
1 Оч

a
3

to
’"1

3
3

>—
1

t—
I

к=ц
t—H

3
3

3

t
Ш

/̂“
*N

C~
S

a—
s

/***
N

to*
to

Ы
1

to*
0o

0ч
Oo

3
3

3
3 4^

>
>

to
z--

4
f_-Л

3
w

3
■s—

■'

Ю

75 3 a

3 7? 3 to
1

a

CO K>
'”

s 
С

I
a-

 I
 a

 
о

 
| н

 
o,

75 a

CO +

v
_

K> K>
‘

I?
tO

*
3 + 3

ЕГ N
?

3

75
7

3_
3

'
■4

кГ
"

3
a td з

с

to XJ XJ 4^ X» 1 
ТГ

Т
e

XJ N
 

■o
 

^ о хз
"~

-0

u> x
j

I
X

J ll 
M

 8
 

о г 0
0

XJ

Ю
XJ

 
Ю

C
i

tO
 

to
tO

1

Ю
XJ

 
to

 
+

о
 

to
 

to

+ Oo
 

3
 

to

p* 3 —t

75 3 *“t

CD *
3 + M
 8

о
r~ -o XJ

D
X3

 
to

 
+

to
 

о
 

to
 

to
о

 
to

 
to

Ю
XJ

 
to

 
+

to

3
“

о to N* 3

3 В ■-1

3
“ 

3
5 

I ^
 

CD 3
Q I

3
 

to

to 'Ч 3



ш ^
+ i —  I

r2 p = 0

rn ^
+ i —  s

t
(o £2 

P P
... •. . . .  11*7 ^5p 2 \ 9p Ip 3p 10p/J P

n2 + —

P  2 C 2  
2

r2 p = 0

w Cl
t  L _ P _ . t t - t  t
6p 2 '  2p 9p 4p 1 Op

2 &Q + ----

Z p P ’

2c

q ' I = -  -—  A ®  -  
2 2 h Q

• Bn + 8(n) ) _  n* A (1) ШГ K m (<2S J  o (l) 2 Im (r2 J n } л (1)

h O ^  m (r i ^ n  ) n (r2^n  )
A ln +

+ S
2 K m (T2Sn ) 

(Г1 Га)n к
( 1) °° 

Bl n + £
p = 0

Q 2 + ^ -  
P c2 

t ------------- — x
' ? P  2  A2  Cl +

P 2c2 
2

x |t t + 1 t 
Ip l i p Зр 12p /

x It t + 1 t 
2p l ip  4p llp /_

°>pX '-p  L
p = 0

^ p J p u p

t
8p

2
2 Л

Q + —
P c2 

 2_

2 Я2 
Q + -----

P 2c2 
2

Запишем данные последовательности уравнений совместно с 
уравнениями (5), приведенными в работе [1], в виде двух следующих 
матричных уравнений:
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где {cj(N)i}, {ст(м)2} -  векторы амплитуд гармоник в разложении напря­
жений соответственно на внутренней и внешней боковых поверхностях 
диска;
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{4 (N)i},{q(N)2} — векторы амплитуд гармоник в разложении перемеще­
ний соответственно внутренней и внешней поверхностей цилиндра;
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N -  число членов, удерживаемых в разложениях; { L } -  вектор 
неизвестных постоянных,
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[Ii], [T2] -  матрицы коэффициентов при неизвестных постоянных; 
{О} -  нулевой вектор, содержащий 2 N компонентов,

Решая 8 N раз второе уравнение системы (4) для 8 N следующих 
значений вектора {ащщ Чщ)2;0 }т:
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и подставляя затем найденные неизвестные постоянные в первое урав­
нение системы (4), можно вычислить все коэффициенты матрицы вол­
новых динамических жесткостей k-го дискового конечного элемента 
[Н(к)]. Эта матрица устанавливает связь:

/ к )

r(N )l
(к)

a (N)2j

Н (к) (к)
*(N)11 '

т(к)

(N)12

H v*v гт(к)
(N)21 (N )22

(к)

V ) i
(к)

W j
Для удовлетворения граничных условий напряжения и переме­

щения на боковых поверхностях конечного элемента предлагается до­
полнительно раскладывать в ряды Фурье, что обеспечивает учет разли­
чия в толщинах элементов и их смещения друг относительно друга в 
осевом направлении [3].
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Таблица 1 - Собственные частоты колебаний диска с 
внешним радиусом, равным 0,09 м

Частота колебаний, 
Гц

Число волн деформаций
2 3 4 5

Расчет 3816 8278 13379 18920
Эксперимент 3811 8220 13327 18790
Погрешность, % 0,13 0,71 0,39 0,69

Таблица 2 - Собственные частоты колебаний диска с 
внешним радиусом, равным 0,0625 м

Частота колебаний, 
Гц

Число волн деформаций
0 2 3 4

Расчет 11279 6915 15297 24085
Эксперимент 11168 6850 15131 23730
Погрешность, % 0,99 0,95 П 1,5

Для подтверждения корректности полученных уравнений были 
проведены расчетное и экспериментальное исследования собственных 
частот колебаний двух дисков постоянной толщины. Один из них имел 
внутренний и внешний радиусы соответственно 0,025 м и 0,09 м, а дру­
гой -  0,015 м и 0,0625 м. Толщины у обоих дисков составляли 0,025м. 
Результаты исследований представлены в табл. 1 и табл. 2.

Из приведенных в таблицах данных хорошо видно, что рассчи­
танные и экспериментально определенные собственные частоты хорошо 
согласуются.
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