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В большинстве случаев современные виброзащитные системы явля­
ются пространственными. Специфика работы машин, устанавливаемых на 
виброзащитные системы пространственного типа такова, что их центр масс, 
как правило, совершает связные гармонические колебания. В работах [1,2] 
показано, что связные гармонические движения вибратора в механических 
системах с конструкционным демпфированием приводит к существенному 
изменению формы гистерезиса и позволяет упростить представление диф­
ференциальных уравнении колебания этих систем. К сожалению, в указан­
ных работах рассмотрены лишь случаи плоских прецессионных движений. 
В аэрокосмической технике колебания, например, роторов турбонасосных 
агрегатов являются трехмерными (рис.1). Приборное оборудование, уста­
навливаемое на вибрирующих корпусах двигателей летательных аппаратов, 
подвержено также пространственным колебаниям (рис. 2).

а) б) в)
Рис. 1. Схема пространственной виброзащиты ротора ТНА (а) с помощью 

многослойных гофрированных демпферов с радиальным (1,6) и осевым 
(2,в) гофрированием пакетов

Пусть в произвольный момент времени t центр масс объекта, распо­
ложенного на объемной упругодемпфирующей подвеске движется по замк­
нутой траектории с законами движения в виде

х -  A - cos cot \ у  = А • sin со t ; z  = А ■ cos c o t . (1)
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Рис. 2. Пространственная виброза- Рис. 3. Принципиальная схема
щита прибора с помощью тросовых объемной виброзащитной под-
дфугодемпфирующих элементов вески

Траектория вибратора при таких законах движения (рис. 3) имеет вид 
наклоненного эллипса, причем проекции этого эллипса на плоскости хОу и 
zOy являются окружностями, а на плоскость zQx - прямая, наклоненная к 
оси х под углом 45°.

Рассмотрим вначале случай, 
когда при движении точки М по тра­
ектории на нее действуют только 
внешняя сила Р и сила сопротивления 

M(x,y,z) демпфирующего устройства Т. Как
^  известно, сопротивление среды все-

Y  гда направлено против движения, т.е.
в сторону, противоположную вектору 
скорости V. Будем также считать, что 
модуль силы сопротивления Т не

зависит от скорости движения и 
>ис. 4. Траектория движения вибра- является постоянным, т.е. T=const. 
х>ра при совместных колебаниях Найдем проекции скорости V
•бъекта виброзащиты точки М на оси координат, для чего

продифференцируем выражения ( 1)
по времени t:

х = х  = - Л й ) -sin cot;  у = у  = А а > -cos со t ;
z = z  = -  А  со ■ sin со t . (2)

Модуль вектора скорости определится в виде
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= ' j v f + v f + v j  =  A  со ■ д/l +  sin2 © t . (3)

Используя выражения (2) и (3), можно найти направляющие косину­
сы вектора V для нахождения в дальнейшем проекций силы трения (неуп­
ругого сопротивления) на координатные оси:

,жт . Vv sin су 7
cos (v , х) = - f -  = —   — -  ; (4)

V Д  j  _|_ Qirii "+ Sin' С О  t

/l7 , Vy co sco t
cos (V ,y) = —  = ■. - - - - - - -  ; (5)

v y l  + sin cot

v V 7 sin t
cos (V,z) = —  = — ■ = = = = .  (6)

V  11 , ~*‘n 2 ~  *-y i  т  s m  u /  (

Поскольку в любой момент времени модули сил Р и Т равны друг 
другу, а направления сил Р и Т совпадают с направлением вектора V. най­
дем проекции силы Р на оси координат:

Рх —Т  -cos(V ,x) = - Т  ■ ; (7)
•yl + sin2 cot

Ру=Т • COS( V ,y  ) =  - г  • ... ; (8)
у 1 + sin2 су 7

= г -cos(v,z) = - r - - r £ E £ L = .  (9)
y /l +  sin2 су 7

Умножив и разделив выражения (7 - 9) на Асо, получим:
т т

Р =  , (10)
Асо ф +  s i n  су t2 го С V

А  со т/1 + sin су t2 г, С F

Г Г
/ \  =  у - -  ----------- —  - Z  —  • Z  .  (1 2 )

Асо  у/1+ sin" СУ 7

Выражения (10 -12) показывают, что при постоянном модуле силы 
неупругого сопротивления Т и гармонических законах движения вибратора 
защищаемого объекта, проекции внешней силы Рх , Ру , Р7 и равные им, но
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противоположные по направлению проекции силы сопротивления Тх, Ту, 
Tz зависят от скорости движения точки М.

Если заменить в выражениях (10 - 12) величину
Т Т

.— : ..... .... ;  через h (рис. 3): h = ---------- ,  ̂ -= ^ , (13)
А - о) -yl + sin2 со t  А  -со y l + sin2 со t
то проекции сил Рх , Ру , Рг можно представить в привычном для линейно­
вязкого трения виде:

P s =  h - x ;  P y =  h - у ;  ? z = h - z .  (14)

Напомним, что в работе рассматривается вопрос о математическом 
описании гистерезиса в объемных виброзащтггных подвесках с сухим тре­
нием! Если скорость V и сила сопротивления Т не зависят от координат и 
времени, то коэффициент демпфирования h = const, в противном случае, 
как это следует из выражения (13), коэффициент h = f(T,V) = f(x,y,z,V).

Найдем зависимости между Рх и х, между Ру и у, а также между Pz и г 
Для этого сделаем следующие преобразования. Из (1) и (10) найдем:

_ J l + sin2 cot 
x/A=cos cot; Px  —-----------=  sin 0)t  ; (15)

Возведем правые и левые части выражений (15) в квадрат и сложим 
почленно:

Р 2 X2
sin2 o)t + cos2 a>t = ~ r ( l  + sin2 cot)  + —— - \ .  (16)T‘

1
Если обозначить — {l + s m 1 со t) = Q2, (17)

I
то получим выражение P r = 0  • J l ------  - (18)

V A
Выражение (18) можно представить в безразмерном виде

Зависимость Рх ~  f ^ / д )  является точным эллипсом.

Аналогично можно получить два других выражения гистерезиса в 
проекциях на оси у и z:

I тА~
(20)
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P , = Q - J  1-
или в безразмерном виде

(21)

(22)

(23)

Таким образом, в рассматриваемом нами случае все частные гисте­
резисы в проекциях на оси координат в безразмерном виде (19, 22, 23) яв­
ляются эллипсами (рис. 5).

Рх/Т
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х/А у/А Ш
Рис. 5. Внешний вид частных гистерезисов в безразмерном виде

На рис. 6 показаны очертания гистерезисов с учетом переменности

Р х X  Р у  V Р  Z
скорости V от времени в координатах ( — , — ); (— , — ); , —).

Р А. Т А Т А .
Сравнение двух серий графиков (рис. 5 и 6), а также результатов [1], 

показывает, что пространственное нагружение системы конструкционного 
демпфирования имеет качественное отличие от двухмерного нагружения.

Эллипсная форма гистерезисов несколько изменяется при добавле­
нии третьей гармонической компоненты за счет переменности за цикл на­
гружения модуля вектора скорости V (см. выражение (3). Кроме того, ам­
плитудные значения проекций сил сопротивления демпфера на оси х иг

меньше модуля силы Т в Р33- ^ то обстоятельство следует учитывать

при переносе результатов экспериментальных исследований силы трения в 
демпферах сухого трения, определенных при одноосном нагружении, на 
случай пространственного нагружения. Следует также отметить, что трех­
мерность нагружения приводит к изменению характера коэффициента
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демпфирования. Этот параметр становится зависимым от скорости движе­
ния.

В заключение определим величину рассеянной за цикл энергии. Для 
этого воспользуемся выражением длины траектории [3], которая в нашем 
случае равна

L = л  +  b ) ~  л / я ^ | ,  (24)

где а и b - полуоси эллипсной траектории движения точки М (рис. 4). 

Здесь а = А; b - Г г - л .  С учетом этого длина траектории L равна

Py/QPx/Q

1О
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Рис. 6 . Внешний вид частных гистерезисов в безразмерном виде с учетом 
переменности вектора скорости

L= 2,415 пА  , (25)
а рассеянная за цикл энергия, численно равная работе постоянной силы 
сопротивления Т на пути L

W = 2,415 лАТ. (26)
Если бы мы воспользовались общепринятой гипотезой о том, что 

при совместных колебаниях можно осуществлять расчеты характеристик 
демпфирования, как при одноосных нагружениях, то мы бы получили вели­
чину рассеянной энергии в виде

Wcyx=12AT. (27)
При этом погрешность составила бы величину 

5=( WcyxAV)=( 12 АТ/2,415 лАТ)=1,5 8 .
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