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Динамическую модель диска построим в цилиндрической систе
ме координат для объемного напряженного состояния. Поскольку диск 
обладает поворотной симметрией, амплитудные во времени перемеще
ния в его точках представим в виде

U=qx е™ф ; V=qy em<p; W=qz eim'p. (1)
Здесь qx, qy, qz -  комплексные амплитуды волн перемещений, которые 
являются функциями координат х и z.

Для стационарной постановки задачи смещения U, V и W 
могут быть найдены из выражений []]:
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где С!, с2 -безразмерные скорости распространения изменений объе
ма и формы, определяемые по формуле:

I  - М  1
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1 V(l + / / ) ( l - 2 / i )  2 з/2(1 + м)

та колебаний, вычисленная как Я,=27тЖ.д; f  -  физическая частота коле-

[ е
баний; -  периферийный радиус диска; с = — .

1 Р
Решение уравнений (2) в соответствии с [2] будем искать в виде:
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ж( 1) ~ ( 1) J. ( x P ^ b  + G ? ^  Y , (xP.u ; ) ; J k , Yk -  функции Бесселя>0)
^k k k ; ™ k  ‘k ' - k

k-ro порядка первого и второго родов соответственно; у„2 (пдЛг0)2- 
(Х/с i)2; §n2==(nn/h0)2-(A./c2) ; h0=h/Ra; h -  толщина цилиндра;шк2=(Рк(1))2- 
(А./С1) 2; Qk2=(Pk(1>)2-(A./c2)2; к, Кк -  модифицированные функции Бесселя 
k-го порядка первого и второго родов соответственно; Ап(1), В„(1), 
A In(1), B ln(1), A2n(1), B2n(1), Ck(l), Dk(1), C lk(l), D lk(1), C2k(1), D2k(,)- произволь
ные постоянные; Ek(1)=Pk(1) Yk(r2 Pk(1)); Gk(,)=-Pk(1) Jk(r2 Pk(I) ); Pk0) -  k - 
ый в порядке возрастания положительный корень уравнения:
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2 J

(1) = 0;

rb r2 -  внутренний и наружный относительные радиусы конечного эле
мента.

В соответствии с формой записи общего решения, напряжения на 
боковых и торцевых поверхностях диска представляются следующим 
образом:

~  0 ; r xz = 0 ;

X X ZX Zх <рх <рх
Отмеченный подход позволяет свести задачу о колебаниях диска 

к решению следующей системы восьми последовательностей линейных 
алгебраических уравнений:
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ПГГ К т ( г Л )
К m 0 y n )

 ̂ 2 ;2 Л m Я
~  2r f  c0V I  2 /

f  Л2
П7Г

hT ,v о у

К (г A ) 
m 1 n

. m
+ i ■

I' ( r /  ) . I ( r .S  )m 1 n  1 m 1 n

I (г у ) г I (г у ) 
in 2 n 1 m 2 n

4 ' ^ fr l

K' (r /  ) m 1 n

К (i v  )m 1 n

I К п ,(Г1г п )

Г| W A
B < » + У , (1) a 2n + L  z p

p = 0

m A

2c,
CO V

64



'  2 2 Л
—  —----
2 2 p

ч Г1 °2

Q a>
P P

Q 2 + ^ —  
P 2c2

Sp *9p *3p Sop
C(D

+ I  / 1}

Q o)
P P

V r i
2c,

t . n + 
Ю р

У

' 2 2  Л 
' ^ - - 2 — a 22 2 p
Г1 C2 У

f i 2 + -^—  
P 2c 2

*2p  * 9 р  * 4 p  1 10р
о Ф :

( (n) 
r Qzx n

П7Г

= ~Г п 1 Г
О

f  — cm \  ^тОУУп) , m  пят f  — c t
1 + o-jc — ,- А к ; ~ Г п — I 1 + ix

К ( г П  ) 
rn I n

Bn1} + У

f  \
ПЛ

bV О У

( > ^ K
2c,

I jn O j^ )  ( i)  + 

1щ(г2Уп)

+ <J

/  Л2 
пл-

Vh o y

Я

2c:

K ™ W D( 1)
К m( f j /n ) In

r} h0

CT1
-  +  <TX 

.2

i — —
^m(r2^n) 2n

Г1 h°

CT1
-  +  crx  
2

K* W E(1).
Km ( i y n ) 2n

65



> )  
0<p x

ш
= 1-

Л

г  (Г гГ  ) 1 I 0 V  )m 1 n 1 ш 1 n

I ( г г  ) г I (г у ) 
m 2  n 1 m 2  n

A ^ . i - x

Г1

K m ( r i V  1 

W n *  Г1 " V W

I (r 8 ) 
m l n

m 2  n

- Bln) +

"in
Г1 h0

8
K'  (r 8  ) 

m 1 n 1 К (r 8  ) 1 m 1 n

П К (г у ) r l К  ( г у  ) 
m 1 n m 1 n

Г 2  -  2  2   ̂
m 1 n n I (r <5 ) 

m I n

r l ^m(r2 ^n) 2  2 c2  ' 2  n 2Г ZC9  h
I  1 z 0  J

1 (гл Х ) m 2  n

(1)
x A  \  2 ч -------  —

К  m (r | У n )r ]

(1)

m

СП m 
x B2n ~~ ‘ ~ T  I  ЯГ

r i P = 0
V

2  2 c 2r i 2V 1
со D. I

P P L

82 2 2 л  и л  
+

ho 2

К (t j  ) 
rn I n

Ш 1 n

-t„ t

fl2 A
P 2 c2

2 V Ip 9p '3p ' 1 Op
rO )
LP

. m “  (1)
-  i —  L  у  

2  p
r , P  =  0

l 6p

со Q 
P P

9 Г  
Q~ н-------

P 2 c?

X It2 p t 9p 14 р 110р/ Dp1}; (5)

(n) )
FOx J

2 ;2 m A
л /  Л

П7Г

2 9 2A 2 c _V 2  2 J

+

Vh o y

У (UY )  n_ m 2  n

J
r I (r 7  ) 
2 m 2 n

A<» +

66



+
43 II 

M
 8

 
о

N
43

 
/-V

К)
КЗ

К
)

^"
"к

з

К
) о 

кз
 к

з

к>

>ч
К

З

I 8
“О

 
К

З 
Ч

__
__

__
_

У
о 43

+

К
З

кз

о
КЗ

 
КЗ

 | 
КЗ

 

I D
"в

 
кз

о 
ч

 
кз

 
кз

 | 
ю

I D
4

3
 

К
З

ю
43

 
КЗ

К
)

О
кз

 к
з

кз

ы>
4

3 43 «■
"О

* VO 4
3 и> 4
3 Ф 4
3

04 О

п 43
.̂

+

К
З

1
_

3
3

Я
'

/-
"Ч

к
з"

* С
и.

3
3

W
-

+
к?

 Т
з

со кз
^

о 
с:

4
3

М
 8

4
3

кГ
ы

К
) о 

кз
 к

з

кз кз
I е

43
 

К
З

ОН 4
3

1 
1

Си
.

В

и
н

1=
1

3
3 

'
Я

1
/•

“
Ч

кГ
кЛ

ч в
0 ч

-^

кз
З—

з

и=
«|

1—
(

3
В /'“•

Ч
кз

кз
ч

С
и

3
Р

Ч—
^

1

>
К

З
'-

'
3

W

+ I—
*«

к
з

-
В

С
и.

3
3 

'
и£“

ч
О

4
to

0
0

+
3*

 I 
в 

о
 

^

К

кз ч а Ко
"'1

кз
Си <ь>

кз ч а кХ

В

Си Ъз

'Ч

В to
кз

Ъ
^

ч

3 КЗ

о to
 to

о
О to
 to

+
+

г
0

й
о V

0
V

г
р- о

ч
0

>
to

 
-..

...
...

1
(_

...
.

to

*
?Ч

кз
Си

К
З Ч 3

СИ
.

К
З 

К
З

I
К

З о
К

З 
К

)

кз кз

+
^ч

рг
1 1

3
о

1 
^

кз

К*

К
З !* ч

Сб

я

кз Ч 3

я ч

со з-
~ +



>n _ пя
Ozx J„ = - 7  n —  1 + o-x

ct ^ t'rn(r2 ^n) A (1) плг f  — ct

m (r2^n)
An - Y n ~,—  U + ^ x  x

K' ( v n)ГП 2  n Ib<?> + *
vho ;

c t  i Я  
I +  CTx

2 c ‘

1 m (r2 )

* rn (r2  ?^n)

x Ai!? + <5 in  n

/  \  
n n

vhoy

, c t  l Я  
ll + crx

2c.
Km(r2<yn ) P(l)  ; m пя- D1« ”  1 “ X
К m In

r2 h0

( l ^1 — CT
-  + crx w ^ V Ad)_i——

Im O ^ n ) 2n -r2 h0

1 — CT
-  +  CTX
-7

(n)Г
0 (p x

m
= l- V v V . l  

‘ „ . W  Г2

Km lr2-,n> R( 1).
M r , r n) 2n '

K' m W

W „ >

K m (r2 % )

Km(V „,r2 h0r2

I’ 0 .2  )2 1 0 .2  )ш 2 n n 111 2 n

I (X ,/ ) I (r r  )r m 2 n m 2 n 2

A(U +
Aln +



m

2c i

\
2 2 

1 п ж I {г-6 ) т 2 п А0 ) ,
2 h2

2п +

0 ) m 2 п
(r f n )U К

m
2

v Г2

2 2 
i n  л  

- + -------------
2ci

\

К т (ГА >m 2 п т

Г2

v  t 1) 

р = 0у m 1 п

со Q 
P P

Q 2 +

0

It, t -  - t „  t V Ip 9p Зр Юр

*5p

1

00( \ \  Ш

P ” ‘T  2
(1)

S  p  = °
*6p

P 2 c 2 2
co Q 

P P

a2 + д2 « k p V v J
D(1)

Данная система получена на базе закона Гука, формул Коши, со
отношений (2), (3) и (4). В напряжениях, входящих в ее уравнения, 
нижний индекс 1 означает принадлежность к внутренней боковой по
верхности диска, имеющей относительный радиус гь а индекс 2 -  к пе
риферийной поверхности с относительным радиусом г2. При выводе 
системы (5) комплексные амплитуды волн нормальных и касательных 
напряжений на боковых поверхностях представлялись в виде следую
щих тригонометрических сумм:
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Кроме того, при выводе системы (5) для исключения из уравнений три
гонометрических функций cos(nn:z/h0) sm(rotz/ho) экспоненты, входящие 
в функции Fok(P и F!k(P, раскладывались в ряды Фурье(б) , а для нор
мальных напряжений на торцевых поверхностях диска модифицирован
ные функции Бесселя Im и К1П в ряды по ортогональным функциям
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Псследовательности уравнений (5) позволяют решить задачу о 
колебаниях диска, если граничные условия заданы в виде напряжений. 
Для расчета вибрации диска в случае, когда на его боковые поверхности 
наложены кинематические ограничения, а также для построения диско
вого волнового конечного элемента данные последовательности необ
ходимо дополнить уравнениями, позволяющими рассчитывать ампли
туды перемещений. Этот вопрос рассмотрен следующей статье 
настоящего сборника.
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