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Вопросы технологии производства летательных аппаратов

М . Ф. КРИЧЕВЕР

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
К РАСЧЕТУ ФУНДАМЕНТА КРИВОШИПНОГО 

ГОРЯЧЕШТАМПОВОЧНОГО ПРЕССАВ настоящей работе решается задача о колебаниях фундаментов машин, в состав которых входят один или несколько кривошипно-шатунных механизмов. Многие типы машин с кривошипно-шатунными механизмами относятся к классу неуравновешенных и поэтому опасны с точки зрения вибраций. Основными нагрузками, которые вызывают вынужденные колебания фундамента под поршневыми машинами, являются неуравновешенность сил инерции движущихся частей кривошипно-шатунных механизмов.Благодаря наличию в этих машинах движущихся звеньев (шатунов и ползунов), смонтированных на станине, жестко соединенной с фундаментом, последний будет совершать вынужденные колебания, которые могут быть значительными, если не подобрать правильно его размеры.В работе рассмотрена задача о расчете вынужденных колебаний фундамента, на котором смонтирован подвешенный кривошипно-шатунный механизм, и расчет фундамента двухцилиндровой вертикальной машины.Задача решается при следующих допущениях.1- Имеется плоскость симметрии, перпендикулярная оси вала кривошипа (задача плоская).2. Пренебрегаем весом (массой) кривошипов, что может быть оправдано малыми размерами или уравновешиванием.3. Общий центр тяжести установки, т. е. фундамента и
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машины, в равновесном положении находится на одной вер
тикали с центром тяжести площади подошвы фундамента.

4. Угловая скорость основного вала постоянна.
5. Из внешних сил учитываются вес фундамента со ста

ниной, вес движущихся частей (ползуны и шатуны), силы 
инерции и упругие силы сопротивления сжатию и сдвигу на 
подошве фундамента, причем, последние учитываются по ли
нейному закону-

Для составления дифференциальных уравнений колеба
ний фундамента использована теорема о движении центра 
тяжести и теорема о кинетическом моменте относительно 
центра тяжести, причем, реакции движущихся частей на фун
дамент входят в разряд внешних сил и происходят от весов 
и сил инерции в переносном вместе с фундаментом и в отно
сительном движении этих частей по отношению к фунда
менту.

Для решения системы дифференциальных уравнений при
меняется метод малого париметра Пуанкаре. Малый пара
метр ц входит в дифференциальное уравнение органически. 
Ои является отношением массы шатуна (шатунов) к общей
массе фундамента и машины. Известный метод малого па
раметра Пуанкаре обычно применяется к задачам, система 
дифференциальных уравнений которых имеет нормальный 
вид [5], [6].

В этой задаче встречается случай, когда малый параметр 
входит в коэффициенты при старших производных. Важность 
изучения этого вопроса отмечалась в обзорном докладе [2] на 
межвузовской конференции по колебаниям механических си
стем.

В работе составлены дифференциальные уравнения более 
полные, чем в работах [1], [7], дано периодическое решение 
1-го приближения и указан путь получения решения любого 
приближения.

Геометрические, кинематические соотношения и определе
ния сил давления на фундамент рассмотрены в работе [6].

§ 1. СОСТАВЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
КОЛЕБАНИЯ ФУНДАМЕНТА ПОДВЕШЕННОГО 

КРИВОШИПНО-ШАТУННОГО МЕХАНИЗМА

Составим дифференциальные уравнения колебания фун
дамента. Пусть в некоторый момент времени / центр тяжести 
фундамента сместился из начального вертикального упруго- 
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Фиг. 1.

равновесного положения 0, при котором фундамент дал осадку / от статического действия веса ^общ. всей установки в новое положение С  с координатами Х с , У,. и повернулся вокруг горизонтальной оси, проходящей через центр тяжести С, на угол © (фиг. 1). При этом, как видно из чертежа, любая элементарная площадка основания (имеющего форму прямоугольника) будет иметь смещения: горизонтальные Х с — — /г© и вертикальные Ус +  +  г©.Д и ф ф ерен ци альн ы  е уравнения колебания фундамента будут иметь вид:
Л1^у=л7 + ^  + ^-

М  =  + ^ ,  +

—  п т т с +

-\-тотс (X"} -\-^тотс (Л,) ф- +  (Рсбщ.), (1)где _  М  — масса фундамента;Л/7 и Л/" — силы давления подвижных частей на фундамент, приложенные в точках 
А и М";

И с — момент инерции массы фундамента и машины относительно оси. проходящей через их общий центр тяжести _  _  и перпендикулярной к плоскости;
тотд (Л/7) +  тотд (Л/77) — момент сил давления относительно центра тяжести;

Р — вес фундамента;
Р ' и Р" — силы, приложенные в точках М '  и 

М" от веса шатуна;
Г' г  

т' =  т — и т "=т  - ----- сосредоточенные ассы, в точках М 'и М";
13—2079 193

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 



tn' + tn" — т — масса шатуна;
S momo (Fi) — главный момент упругих сил грунта 

относительно с;
ГЛ, /ф — проекции результирующих упругих 

сил грунта на оси ОХ и ОУ.
Согласно литературе [1], [7] Fx , Fy и Z тотд ( F могут 

быть выражены формулами
Fx =  - C x S (X c -h & ) .
J y = - C y S ( f ^ y c), (1.1)

Е monic (Et) = Cx ShX c — (CXS№ ф  Сфф) О,
где Се — коэффициент упругого неравномерного сжатия, 

кг/см3 ',
Су — коэффициент упругого равномерного сжатия, 

кг/см3;
Сх  — коэффициент упругого равномерного сдвига, 

кг/см3;
S — площадь подошвы, лР;
h — расстояние от подошвы до центра тяжести фун

дамента, щ2,
И„— момент инерции площади основания относительно 

оси, проходящей через точку Д, перпендикуляр
ной плоскости чертежа;

ср =  (at— угол поворота кривошипа, л =
г, I — длина кривошипа и шатуна;

'ф — угол между направляющей ползуна и осью ша
туна;

/' — расстояние центра тяжести шатуна до головки 
шатуна М';

р— радиус инерции шатуна относительно оси прохо
дящей через его центр тяжести;

а — расстояние от оси вала кривошипа по вертикали 
до центра тяжести фундамента.

Развернем уравнения [1], получим систему дифференци
альных уравнений.
М ф У  =  -  Cv PC — Л0) S — т' [ ф £ . _ (, cos (0 +  Т) -

— a cos 0) +  ) (r  sin (0 +  ф) — a. sin 0) ф пм2 sin (0 ф ср) ф-

+  2г«) sin (0 -t-cp)J — m ф- (a — reos ср —
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dQ 2 о—  I cos (L) cos 8  — \ 7 7 ) (a — r cos cp — I cos <L) sin 0  4~ no- (cosq>+

X cos 2cp) sin О — 2ro) (sin cp 4- - j -  sin 2cp) cos 0  j ; (1.2)

M  =  —  C y S y < ~  m '  \ ^ ~  s i n  <0  +  ф) — a  s i n  H ) “

— Ci/?? cos —a cos 0)—ru)2 cos —
— 2ra> —  cos (© +  cp) j  +  ni L - j / -  +  dT2 ~  r  c o s  fP —

— / COS Ф) sin 0  -}- (a — Г cos cp — I COS <p) cos 0 —no2 (cos cp +
d О+  X cos 2cp) cos 2cp) cos 8  +  2ræ (sin cp 4-

4 r  sin 2cp) sin 0  J ; (1.3)

1: =  Cx  S h X c -  (Cx  S h 2 +  СнЛ -  Р с б щ . /г) 0  — m' | -

— ïï72 s i n  — a  s *n  — (477) (r  c o s  (® +  ф) — a c o s  —

— rto2 cos (0 --f- cp) — 2/\o cos (0 +  cp) J a sin 0  4- p' a sin 0  —

— I -~ ^r  —  âp  cos (0  +  cp) — a cos 0) — ) (a sin 0  —

—  r sin (0  4- cp) 4- r«)2 sin (0 +  cp) 4- 2rco sin (0 4 cp) j a cos 0  —

„|Ж У С , d2Q -, . , d© 4
— m  1477^ +  7 F  (û  — r  cos cp -  / cos cp) sin © +  (7 7 J  (a —

—  r cos cp — l COS 4) COS 0  — rco2 (cos cp -|- X cos 2cp) COS 0  4“

4- 2ru) ~  (sin lcp 4- ~  sin 2cp) sin 0  j (a — r cos cp — l cos cp) sin 0  4~

4- p" (a — r cos ср — I cos <p) sin 0  — m" [^77- +  77-j (a — r cos cp — 

/d© \ 2
—  I cos cp) cos 0  — ( J (a — r cos cp — I cos <p) sin 8  4- 

d04- го)2 (cos cp 4- X cos 2cp) sin 0  4- 2ro> (sin cp 4 

4- -77- S ln  2cp) cos 0  ] (a —  r cos cp — / cos Ф) cos 0  4~

m (Í 7" -  ?*) -  Ь>2 ( 1 -  л)2 1(1 +  4 -  y ) s i n  <P -

----- 4  I s sin 3cp|}. (1.4)
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§ 2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
КОЛЕБАНИЙ ФУНДАМЕНТА

Для интегрирования системы уравнений (1.2), (1.3), (1.4) 
применим метод малого параметра, причем за параметр при
мем у. =  м м т -  и учитывая введенные выше обозначе-

- Щ т' I"
ния будем иметь следующие соотношения -г,---- =  ^ ~ г  и

' / И сбщ. 1

т" Г------- — а__. Систему уравнений линеаризируем только в от- 
/ к ,сбщ.--------- 1

ношении eos 0  1 и sin 0  0 .
Решение данной системы дифференциальных уравнений 

представим в виде рядов
=  X  ¿-о +  р Х с \ +  ^ гХ С2\

+  Р-Ры +  Р-2Рс25
0  =  0 О +  у.0! 4- у.202. (1.5)

Подставим значение Х с , Y c , 0  в систему дифференциаль
ных уравнений (1.2), (1.3), (1.4) и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях у., предварительно разделив первые 
два уравнения на ЛДбщ., а третье на Д —- р? М0&1Ц. и учиты
вая введенные обозначения, получим систему нулевого приб- 
лижения (порождающую) при у.° — 1

(1-6)

«1 =  ----  =  ~Т; =  ---------- -ТТ7---- (1 -7)Р1 ^о б щ . Р1 Р1 ^о б щ .

Порождающая система (1.6) соответствует свободным ко
лебаниям фундамента и частоты собственных колебаний фун
дамента определяются по следующим формулам:

_  СуЪ  
Ко ~  М ’

/ и общ.
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Pl.2 =  ~ ~ A ~  + y  pt"' / - ( ^ 1 - ^ 1 ) -  (1-8)

В нулевом приближении координаты вынужденных коле
баний центра тяжести фундамента и их производные равны 
нулю.

К о  =  Ко =  ©о =  К о  =  Ко =  Эо =  0. (1.9)

Учитывая условие (1.9), получим дифференциальные 
уравнения первого приближения при ¡л с известной правой 
частью, функцией времени.

"  K i ~ ru )2  c o s  +  ^ 2(°2 c o s  2«’/;

- ^ ^ -  +  — &о©1 =  — sin со/;

----- CLrX c± +  S ÍH 5 *П  (1-Ю)

где введены обозначения:
9 

1"а\«А +  (/'/" — р2) w  (1 — X2) (1 +  -Q- X2)
Л ' = ------------------------------- ,-------------------------- . (1.11)

Pi
3 (/'/" — р2) Лш2(1 _Х 2) —  Х2

А -  -- ------------------- .---------- 1 — .
Pi

Решение системы уравнений (1.10), соответствующее 
только вынужденным колебаниям фундамента, будет:

У =  р, ¿ — —-----cos со/ -]— — c o s  2co/V,
c 1 \ к 2

0 - ^  1 №0 - w  ;

К  — i1 s ’n  o)¿ +■ sin 3o>/);

0  =  (1 (C' sill co/ 4- C" sin 3cJL>Z),

где введены обозначения:
, ,  A %  — /"Х<о2(&, — СО2) .
b  -  (Z?1 _  W2) (<Zo _  W2) _

C z =  A' (Q0 - a > 2) - / " 0 1 Xü>2 .
(bx — W2) (íz0 — W2) boax'

(1-12)

(1.13)

(1-14)
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(1.15)

(1-16)

систему

A " ' b 0 .
(Ьх — 9(o2) (a0 — 9 oj2)  boar ’

/~>w __ _ _______Л (o'o 9 qj¿ )_________
~  ( \ -  9^2) (o0 -  9 cü2) -  M i  •

Для получения решения второго приближения, 
(1.12) можно подставить в дифференциальные уравнения с 
членами р2- При этом получили бы снова систему неодно
родных линейных уравнений, которую снова, как и ранее про
интегрировали бы и т. д. до любого нужного нам приближения. 
В данной статье ограничились только первым приближением.

§3 . СОСТАВЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
КОЛЕБАНИЙ ФУНДАМЕНТА

ВЕРТИКАЛЬНОЙ ДВУХЦИЛИНДРОВОЙ МАШИНЫ 
С ЛИНЕЙНЫМ РАСПОЛОЖЕНИЕМ ЦИЛИНДРОВ

Цилиндры располагаются в одной плоскости, проходящей 
через ось коленчатого вала. Начало координат совместим с 
центром инерции фундамента и машины. Ось Z направим 
вертикально вниз, параллельно осям скольжения поршней, 
ось У горизонтально, параллельно оси коленчатого вала и 
ось X горизонтально, как показано на фиг- 2. Задачу решаем 
при тех же допущениях, которые указывались выше и доба
вочно, что размеры кривошипно-шатунных механизмов оди
наковы. Кривошипы механизмов закреплены па валу относи
тельно друг друга под углом а (угол заклинивания). Углы 
поворта кривошипов, отсчитываемые по часовой стрелке от 
вертикали, будут для первого кривошипа epi — оД и для второ
го ф2 =  о)/+а.

Дифференциальные уравнения колебания фундамента бу
дут иметь вид:

М — Нх  ■ I N х  Рх. 

=  morn,, (W') +  morn,,, (JV") +  _ т о т а, (Fi) +

+ tnomy l (Рсбщ.),

где N' — N\ Д- N2 и N" = Ni -j- N2.
198
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Фиг. 2.

§ 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Для интегрирования системы применим также метод ма
лого параметра. За малый параметр примем отношение

2 т  _  2 т
-  М + 2т ~  Мобщ * 

Так же, как и в § 3, представим решение X с, 2С, 0 в виде 
рядов

Хс — ХсО +  -р р2ХС2« 
=  7со -Т р-Д-1 +  р2Д,2.

0  = ©о + Р-01 + !1?©2- (2.2)
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и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях р> 
получим дифференциальные уравнения нулевого прибли
жения.

d*t.Q 2
- lT~ -  +  Кб До =

^ 2  “Р а 0^с0   609 0

d 2(% v  I м— -- аДсо +  Ьг &0

где введены обозначения
/^2 CZS К о

C v5/j
cii =  - у —  -

0.

=  0, (2.3)

У1

C VS , \C x Sh ,а « =  Л Г ~ *o =  s y -  =  a 0A;
общ. 1 'общ .

¿о f Cx S h ^ C ^ Y x - P ^ h  
D \ — у

Pl У У1
(2.4)

и с учетом условия (1.9) получим систему неоднородных ли
нейных дифференциальных уравнений первого приближения а 
известной правой частью

- ^ L  -ф /(о Zci =  — ~  (cos ф! +  cos<р2) — —т 2 - (cos 2(p!+cos2(p2),

(2.5)

(2.6)

(2-7)

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (2.5) 
для некоторых частных случаев в зависимости от угла а за
клинивания кривошипов.

1. Угол заклинивания а=180° системы (2.5) будет иметь 
вид:

+  Кб ZC1 = -  I ' W  cos 2«>/.
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й2ХС1
¿ / 2 = а0Хс1 Ьо0 1 =  О.

4 ^ - -  а 1х с1 +  ^ 0 !  =  0.

2- Угол заклинивания а =  90°, система (2.5) будет 
вид:

(2.5')

иметь

Д ' 2 у  __
¿ /2  “г  Л  О ¿С1

^ Х с1 \ а X к— I аол с1 — О,
(22 9 1  у  I------ а хХ с1 +  &16

/  2 0 ■ -4 -Г 0 3 -

. к А
1 —  9

2 А
4 /

(2.5")

Угол заклинивания а =  90° часто встречается у компрессоров 
вертикального типа, имеющих два цилиндра.

Интегрируя систему дифференциальных уравнений (2.5")
методом неопределенных коэффициентов, получим решение вы
нужденных колебаний в первом приближении.

V 2 Л " 'Ь 0

(«О -  9<о2) 0 1  -  9<о2) — а 1 &0 • 

1Л Т Л '"  0 О — 9<о2 )
0 о  — 9<о2 ) (¿ц — 9ш2 ) — С11Ь0 '

(2-8)

(2.9)

В заключение заметим, если в точке М" присоединена 
еще какая-то точка т } (например, ползун пресса, поршень 
компрессора или двигателя) то, считая эту точечную массу
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принадлежащей шатуну, при расчете центра тяжести шату
на, а, следовательно, и длина I" масса шатуна будет 
/7/+ т х; т '  =  ( т  4-/щ) —; т" =  ( т  +  тф) ~  р =  или

2 (/п +  „
р =  2  у Для двухцилиндровой машины и все
формулы и расчет остаются прежними.

Пример расчета фундамента под кривошипный горяче
штамповочный пресс с номинальным усилием 1600 т.

З а д а н и е  н а  п р о е к т и р о в а н и е .
Вес пресса — 97,5 т;
Число ходов — 65 ход/мин или = 6,8  II сек-, 
Ход ползуна — 305 мм\
Отношение радиуса кривошипа к длине шатуна 7 =  0,17. 
Расстояние от оси вала кривошипа до поверхности фунда

мента по вертикали 3,64 м.
Расстояние от центра тяжести пресса по вертикали до по

верхности фундамента 1,3 м.
Расстояние центра тяжести шатуна до центра головки ш а

туна I' =  0,35 /.
Вес ползуна 5000 кг- 
Вес шатуна 3650 кг.
Размеры и форма основания пресса (фиг. 3).

Материал фундамента — армиро
ванный бетон марки 90 с удельным 
весом 2,2 т/др.

Все данные взяты из литературы 
[3], [4].

Расчетные значения для средней 
прочности грунта (глина, суглинок и 
песок) с допускаемым давлением 
Ро =  2,5 кг/см2.

Значение коэффициентов упруго
сти и грунта, являющегося основа
нием фундамента, принимаем согласно 
таблице 8 монографии [1]. С1( =  4 Х  
X Ю3 ш/м3 ,С0 =  8-103 т/м3 . =  2 х
X 103 пфм3 . Габаритный чертеж фун-

Предварительно намечаем размеры фунда- 
, Ь =  5 м, И =  2,5 м.

т

дамента — фиг. 4. 
мента а =  6 м.
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Статическое удельное давление на фундамент

= 18,5 т/м3 = 1,85 кг/см?,

что намного меньше допустимого удельного давления бето
на. Вес всей установки РОбщ. —262,5 т-

Статическое удельное давление на грунт

о = = 8,75 т/ж2 = 0,875 кг/слР Ро-

Относительные значения эксцентриситета незначительны, ими 
пренебрегаем.

Расстояние от подошвы до общего центра тяжести фунда
мента.

А - _ 89-3.8 -1- 165-125 и11 ~ ~ 254 214 М‘

Определение моментов инерции масс и подошвы фундамента. 
Момент инерции какого-либо ¿-го элемента установки относи
тельно оси, проходящей через общий центр тяжести уста
новки будет

/г — “р /72; Г/,

где /1 — момент инерции ¿-го элемента относительно оси, про
ходящей через собственный центр тяжести элемента;

Г/ — расстояние от центра тяжести элемента до общего 
центра тяжести.

Г.VI’ 
ты. сек2 ты. сек.2

м У7

/ г1-

ггг- ,

// А
/ XI

т я. се к.2
'х,

тм.сек.

Пресс 0 0
1,66

// 2,75

1,66 /А

2,75
24,95 24,95

Фунда
мент 53,573 44,063

0,89 //

0,69

0,89

0,79
72,861 57,351

Складывая моменты инерции масс отдельных элементов, 
получили величины моментов инерции масс всей установки.

1С — 97,811 тм.сек.2, Д-= 82,301 тм.сек.2.
2 04



Моменты инерции площади подошвы относительно осей, 
проходящих параллельно главным

/ 1Х =  =  62,5лИ. /о  =  ^  =  90 лР,

длина кривошипа г = 0,153 м,
длина шатуна 1= ~~ =  0,888 м,
общий центр тяжести шатуна и ползуна

Г = -- 0,644 лц Г = 1 — 1' = 0,244 м.

Радиус инерции шатуна относительно оси, проходящей 
через общий центр тяжести шатуна и ползуна

. р2 =  0,34 /2 =  0,268 м2.
Общая масса шатуна и ползуна

, / I \  1 " п о лп /п .с е к .2

т — (т  +  Щ1) -т- =  0,247 ----I М

Точечные массы

ц /  | \ 1 Л С О Ст =  (щ 4- т-̂  =  0,635 — ~—
„ т +  /«1 п  Л О ,малый параметр р =  -ду-----  — 0,031.

^ о б щ .

Радиус инерции всей установки относительно оси, проходя
щей через общий центр тяжести р̂  =  тр-— =  3,521 м2.

^(■бЩ.

Определение коэффициентов, необходимых для вычисления 
амплитуд вынужденных колебаний фундамента производим 
по формулам. Пренебрегаем членами, содержащими X в сте
пени выше второй:

205

 

 

 

 
 



А ' -  -  —  ( / ^ +  — р3) =  -  1,92
Р1

1
сек А ’

А 'Ь 0  —  (61 —  <о2 )

( Н  —  ш2 ) ( « 0  —  О)2 ) —  «1Ь 0

С'
А ' ф 0  —  со2 ) —  Г ' / . а ц и 2  

Ф 1  —  со2 ) (а о  —  со2 )  —  <7]/?0

1,86- 10-3 м,

- 0,43-10-3 рад.

Амплитуды вынужденных колебаний фундамента вычисля
ем по уравнениям (112).

У =  ,1 ( - Д З ----- н ‘'"Л г  А =  0,057- ю - 3 ж =  0,057 мл.

= \хЬ' ~  — 0,058 • 10~3 Л1 =  — 0,058 мм. 
е  = рС' = -  13,3-10-6 рад.

В практических расчетах обычно требуется определить ам
плитуды колебаний верхнего образа фундамента.

Вертикальное перемещение верхнего обреза фундамента
Л2 = Ус +  © ^  =  0,096 мм, горизонтальное перемещение верх
него обреза Лх =  Х с -ф 0,36 0  =  0,067 мм.

Расчет показывает, что амплитуды колебаний фундамента
значительно меньше допустимых, а, следовательно, размеры
фундамента выбраны правильно.

Но если амплитуды получились больше допустимых, то
необходимо изменить величину стороны подошвы фундамен
та, перпендикулярной оси вращения и снова произвести рас
чет.

В Ы В О Д Ы

Вычисление амплитуд вынужденных колебаний произво
дится без вычисления неуравновешенных сил инерции.

Нет необходимости вычислять моменты инерции масс от
носительно осей, проходящих через центр тяжести подошвы 
и отношение моментов инерции относительно осей, проходя
щих через центр тяжести всей установки к моментам инерции 
масс относительно осей, проходящих через центр тяжести по
дошвы.

Предлагаемый метод является более точным и общим.
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