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Jl. И . Фридман

ДИНАМ ИЧЕСКИЙ р а с ч е т  к р у г л ы х  п л а с т и н
ПЕРЕМ ЕННОЙ ТОЛЩ ИНЫ  ПРИ ОТКАЗЕ 
ОТ ГИПОТЕЗЫ  КИРХГОФА

1. РЕШ ЕН И Е О Д Н О РО Д Н О Й  ЗА ДАЧ И

Пластина переменной толщины заменяется р кольцевыми 
пластинами постоянной толщины (см. рисунок).

Уравнения движения /-й пластины в безразмерных коор­
динатах р, 0  с учетом инерции вращения имеет вид [4]:
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Здесь Mpj ) , Ме;) , М  ре , , Qe* — погонные изгибающие
и крутящие моменты, перерезывающие силы на линиях 
р =  'const и 0  =  const; u{i) — безразмерное перемещение,нор­
мальное к ерединной плоскости;
■|)Р(Л , Q-е } — компоненты осредненного поворота; 
t — безразмерное .время, отнесенное к /?•]/’ 1—v2 /с;
R — внешний радиус пластины; с = Y  Е Т !§\
Е  — модуль упругости; v — коэффициент Пуассона;
£  — ускорение земного притяжения, у — удельный вес мате­
риала пластины, hj —  толщина пластины, £)у—  цилиндриче­
ская жесткость.

Экспериментально показано, что собственные формы плас­
тины переменной толщины характеризуются числом узловых 
окружностей и узловых диаметров. Поэтому для /-й пласти­
ны перемещения и осредненные повороты можно представить 
в виде:

Мт я̂гв* COS П 0 ;л=0

=  2  Jp «А- cos /г.0; . (1,2)

sin п 0.
Л =г0

Здесь ( / = 1 ,  2... р)
т — число узловых окружностей,
/г — число узловых диаметров,
UmL ^ртл 5 $втп — функции радиуса р, определяемые зави­
симостями [4]:

при Xmn<bj (bj*= 6т] (1—v) ; у7 =  :
5 }—■ -g------коэффициент распределения касательных напря­

жений.
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— h •— (F \J) -l- F.(/ } )mn  —  U j  p \* lm n  i "  2m л у d p

F \ m n  ~  A l l a n  I n (pay 1 т я )  4 *  B l m n  К n (pay i /лл)

F '/m r t ”  A l m a  J  n i p  a у 2 т л ) 4 ~  $ м п  У  n (p  я /  2 т л )  

Фтл'— -^Зтя/л (p Py тя) 4" $3тл  (р у̂ тл) •

®/* « » = -  4 - ( г +  - (-j2_  vp  +

(1.4)

_j_ / 4 ( >  z V х4
*1 (1 —  v) J * я

-4-  Л -  X2 | х .̂а 4 тп

)-2. (1.5)

+  ^ ( 1 7 л я Ь ) ) Ч4«
12

kV
X2.

г; тп ~~

Здесь %тп — безразмерная частота;
J п , Уп— функции Бесселя я-го порядка соответственно пер­
вого и  второго рода;
I п > Кп — 'Модифицированные функции Бесселя; 
я-го порядка,,соответственно, первого :и второго рода; 
д\тп> В\тп> •••• £{л!я — произвольные постоянные.

При Х2ОТЙ >bj в первой и третьей формулах (1.5) появля­
ется множителем мнимая единица i, поэтому в первой и- 
третьей 'формулах (1.4) модифицированные функции Бесселя 
I п , К п переходят соответственно в функции Бесселя J п и Y п 
Таким образом, если пластина переменной толщины разделе­
на на р пластин постоянной толщины, то решение однород- 
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ной задачи содержит 6' р произвольных постоянных. д ля 
/-й пластины можно записать граничные условия:

Р = . Р у - 1 Ч т п

II УИ(/_1 )  —  УИ(/)/»J pmn — ^ ^ р  тп ,

и Р т л .
__ а.(Л  . 
—  v p тп 1

—  лЛ</>-‘•'Jpe т л  —  /*^1р0 т л  , ■ ( 1 . 6 )

' а ( Н )4 0  тЛ
__ я( /)
—  ^ 0  т л л ( / - 1 >  _  л (/)V p  т л  —• V p  т л  •

р =  ру ^ /л  л ' ^ **тя 1
ДЛ(/) ДЛ(/ + 1  ̂ . •OJp т л  *  Л1р т л  ,,

\

л ( 0  _
и р /ил ~

ft ( i +1) .
-  Vp тп , дл(/)  ЛЛ^+ 1  ̂ • 

Wlp&mn  — ^ р е т л  , ( 1 -  7 )

а ( / ' )  _ 
’ ' 0 tnn - — Я^***1  ̂ •— v 0 т л  ,

Г )( '>  __ Л)(/-Н) .
Чс р mti —  V  р т л  ,

Граничные условия для внешнего ( р = 1 )  и . внутреннего 
(р <= ро) краев определяются способом закрепления пластины 

Обычно рассматриваются три способа закрепления: за, 
делка, шарнирное опирание и свободный край. Этим спосо­
бам закрепления соответствуют граничные условия:

tlmh — 0 ; §\'тп — 0 ; тп — 0- 0 ,8 )
ttmn = 0 ; =  0. (1 .9)

Martin — 0 ; Л1рутп — 0 ’> Qg*mn = 0 . (1. 10)
Моменты Mpnn , М shn /  М\Чтп и перерезывающие силы 
Qpmn , Q втп подсчитываются по формулам [4]:

лл( )̂__ ^ртп . . ( n О (/) I 1 <л(/). •М 9тп — ~  [ ——  +  ; ( —  г>0 тп -Г —  та J. J ,

Д Л </>  ' Dj ' (  п  * ( / )  1  д ( / >  I ^ & р т л \  .0 тп ^  ~ д ~ \~ у  ^0  тп ~Т~ "р mn 1 “ V —̂  J >

ллО') D> 1 ( п л</> ) 1 «< /) ) .Л Т рвтп 1 — • —g \ ------- “  ^Р тп "Г ^  ~  V0 rttnj ?

о »  ... ч ® ' /» (/)  ‘Ч ™ ’) .
"2 0 1 4  v9 ”"* г т  Г

Л (У) __ *1% ( о(у) , п „<у).У
Ц/0/77Л 2(1+v) \ 0 тп р Фп J

Д ля 6/7 произвольных постоянных условия (1.6), (1.7) }1
Два из трех условий (1.8), (1.9) и (1.10) дают систему из бо
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однородных уравнений. Условие разрешимости полученной
системы дает частотное уравнение.

Таким образом, задача о нахождении собственных частот 
и форм круглой пластины переменной толщины решена.

2 . РЕШ ЕН И Е Н ЕО Д Н О РО ДН О Й  ЗА ДАЧ И

Решение задали о вынужденных движениях пластины под 
действием нагрузки q (р, 0, /) будем искать в виде ряда по 
собственным формам. Для этого необходимо получить усло­
вие ортогональности собственных форм ступенчатой пласти­
ны. С этой целью запишем систему уравнений собственных 
форм, которое мржет быть получено из системы (1.1) после 
разделения переменных по координатам р, 0  и времени t:

сложим их и проинтегрируем по срединной плоскости /-й 
пластины. После подстановки выражений (1.2) в полученные 
зависимости, интегрирования по 0  и вычитания из них ана­
логичных выражений для £-й формы, получим:

DjV* 9tn R \ 0 р .

(2Л)



Умножая полученное выражение на hj  и суммируя по всем 
пластинам от / =  1 до j — р с учетом условий (1.6) и {1.7), 
лолучим:

В правой части (2.2) опущены верхние индексы, так как 
соответствующие величины, как видно из ироставленных~пре- 
делов, берутся для р =  1 и^р =  р0, т. е. для первой и послед­
ней пластины. П равая часть (2.2) в силу условий (1.8), (1.9). 
(1.10), равна нулю, откуда следует условие ортогональности 
ступенчатой пластины:

Р Ь  . 2
h;  ̂ ttkn -г* -|2" Ъ?1п 4- &в тп ^ й я )  j р С? р = 0  (2.3)

/»1  р /в1

при т ф к ,.
Решение неоднородной задачи ищем в виде:

Р/-1
■^р/ия 4*

(2.2)



00 00

Qpy) — 2  2  ?дал Q p™" c o s h ©:n=0
oo oo

Qe/} == 2  2  ?,«« Qe'”« sin n 0,' т=*о л=0
i t l o i

(2.4)

Здесь cp„w— функция времени t.
Подставляя выражения (2.4) в ( I . I) с учетом равенств (2.1) 
и (1.2), получаем:
£  £  ( а *9тп , -.2 -  ) ,.</> -  1 -  "г  ̂ -
2  2  г а * 2- +  и««со5 /г 0  ^  £ hт-0 k=0

■qWR

i  2 ^ Чтяяг=0 я=0
dl% Г /ч яг/г ¥ тп) p̂/n'n COS П 0  О,

I  I  ( ^ 3 ? ? -  +  Х2*я ? * * )  Sin н 0  =  0; 
т= о п=0

Умножая, каждое из уравнений (2.5), соответственно на

(2.5)

hj иы  cos п 0-р dp d®, h j - ~  9 -^  cos n 0  p dp d®,
.2

h]-p2 ~ sin n 0  p d p d © , складывая их, интегрируя по
срединной олоско'сти /-й пластины и суммируя по всем плас­
тинам с учетом (2.3), получим:

'L Ш)

Ч т п  i V s ю ___ f
I kmn 9 nut— / m n\t) > (2 .6)

где

/*«(*)= ■
p pj
2  ? f <J(j) Umlcosn®  p d p d ® ,  (2.7)m ri t)
j = i  V}-

p d  p. (2.8)Сщ. -  « 2  V J  { ) * + 1 - \  (* |£ , у  +  (
J-1 Py-11 u  L ;

.Интеграл в выражении (2.8) может быть вычислен по мето­
ду А. Н. Крылова [5];

С 1 -- V'-2 1 д QР тп
Е 21,  

1 (О М 0
дК Q

ди,
?тп ах.

' Р тп
R \ 01, ЬР тп м.

д-
Р тп $ X

Р ©тл  ̂Мр8пт д.
ах,
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тп я  1 / ги hmn /  J

Решение уравнения (2.6) при нулевых начальных условиях 
записывается в виде:

1 ^
“  >—  1 / « „ ('c).sinХ/Лй( t - - ) f c  .

'■тп ■)
9

Рассмотрим некоторые частные случаи.

Если q является только функцией времени t, то

Р Р/
/ тоо(̂ ) — Y ~  2  J й!во Р ^  Р-Г 1 р/-1

При приложении -к ;-й пластине равномерно распределенной 
по окружности радиуса р =  р* силы Р (t), последняя заме­
няется распределенной по кольцу p i* <  р нагрузкой q — 
Р (t) /R  (р%— ра*). В этом случае суммирование в (2.7) по 
/ производить не следует, и интегрирование по р■’производит­
ся в пределах от р2* до р* :
f  / л  1 ~  V9 2 71 п /,ч 1 & ,

J  то £  Ст0  ̂ р . pj* j  •
Р,*

Переходя к пределу pi*-> р * и. раскрывая неопределен­
ность, получим:

/то = ^  (р*) Ра •

Аналогично при действии распределенного по радиусу р =  р .  
момента M ( t )  ’
/  / / \    t vj ^ ( 0  duто

У шсЛН ~  £  c m0 Я  fif Р~ ™  у
При действии в точке р =  р’, ., 0  =  0*  сосредоточенной силы
Р *(t)
f  АЛ — 1 - Г/2 1 ' Р*У) , , „ ,7 тп \г) ~  £ Cfnn ^тп \P-x-) COS tl 0  w.

Если к пластине в точке р =  р*, 0  =  0 *  приложен со­
средоточенный момент М* (t), вектор которого направлен по 
касательной^к линии р =  const, то -
* 1 -  1 М* (t )  d u mn ,  ч



Если же вектор сосредоточенного момента М ** (t)  направ­
лен по радиусу пластины, то
■е и \  -  1 — v2 1 (t)  п  / \ •

Jt nt i  Е С  R 2 о / я / г ( Р * / ^  О *  **-* ^тп • Р*
В заключение заметим, что предложенный метод расчета 

легко может быть реализован на ЭВМ при сравнительно не­
больших объеме памяти и затратах  времени.
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ОПТИМ ИЗАЦИЯ ЭЛЕМ ЕНТОВ-КОЛЕСА 
ТУРБИНЫ  ГТД ПО ВЕСУ

УСЛОВНЫ Е О БОЗНАЧЕНИЯ

 ̂ со— угловая скорость
вращения, сек—1; 

z —  число лопаток; 
hn—  толщина верхней

полки, мм;
7 ~  удельный вес мате­

риала, кгс/м3;
130

р— плотность м атериа­
ла, кгс*сек2/ м 4;

Ра,у Вер, Р о—  площадь верхнего.
среднего и корнево- 
вого сечений пера 
соответственно, мм2; 

#ср» R о— радиус располож е-


