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ВАРИАЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ПОЛОГОЙ ОБОЛОЧКИ 
С КРИВОЛИНЕЙНЫМ ВЫРЕЗОМ ПРИ БОЛЬШИХ ПРОГИБАХ

О сновны е о б о з н а ч е н и я :

Р ,  К -  р а д и у с  с р е д и н н о й  п о в е р х н о с т и  и толщ ина о б о л о ч к и ;
-  гл а в н ы е  рад и усы  к р и в и зн ы ;
-  ради у сы  к р и ви зн ы  к о о р д и н атн ы х  линий о< , р  ;

А , В -  п ар ам етр ы  Ляме в к о о р д и н а т а х  , уз ;
, ёуь » ком поненты  деф орм ации в с р е д и н н о й  п о в е р х н о с т и

о б о л о ч к и ; .
Ж р ,  Э£в  ,  ае^д »- и зм е н е н и е  к р и в и зн  и к р у ч е н и е  ср ед и н н о й  п о в е р х 

н о с т и ;
N 4 , Ы р  , А /с ф -  норм альны е и сдвигаю щ ее у с и л и я ;

,  Лр, , -  изгибаю щ ие и крутящ ий моменты в с е ч е н и я х  о б о л о ч 
к и ;

0 .^  -  обоб щ енная  п еререзы ваю щ ая  си л а  в  см ы сле К и р х го ф а ;
Ц ,  V » и / -  ком поненты  перем ещ ений то ч к и  ср е д и н н о й  п о в е р х 

н о с т и ;
р  -  внеш нее д а в л е н и е ;

Е } р  -  м одуль у п р у г о с т и  и коэф ф и ц и ен т П у а с с о н а .
В р а б о т е  [ I ]  были получены  вар и ац и о н н ы е  у р а в н е н и я , п озв о л яю 

щие реш ать  з а д а ч и  о н ап р яж ен н о -д еф о р м и р о в ан н о м  с о с т о я н и и  в з о н е  
к р у г о в о г о  в ы р е за  на б о к о в о й  п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и . 
В н а с то ящ е й  с т а т ь е  п р и в о д и т с я  вы вод вари ац и он н ы х  у р а в н е н и й  ти п а 
Л агранж а и К а с т и л ь я н о  д л я  п р о и зв о л ь н о й  п о л о го й  о б о л о ч к и  с к р и в о 
линейны м вы резом  при больш их п р о г и б а х .
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Рассмотрим упругую цилиндрическую оболочку постоянной толщины 
к , ослабленную отверстием средних размеров« Срединную поверх

ность оболочки отнесем к криволинейным ортогональным координа
там Ж , А  « Примем, что координатная линия с< =1 совпадает 
с контуром отверстия, параметр уз выбирается- таким образом, 
чтобы при обходе контура о( =1 он изменялся в пределах ст О 
до 27Г . Возмущения напряженно-деформированного состояния, обус-
ловленные вырезом, проявляются лишь в ограниченной зоне вблизи
отверстия. Значение параметра о< , при котором эти возмущения
практически затухают, обозначим через .

За исходные примем геометрические соотношения
рии пологой оболочки в виде [ 2 ]

* "2“ 9 =  *  "З” » £ - *
А ЗсХ

нелинейной тео

5 3;: ' *
в э / у \  1 -1 /  л < Л < 
А Зо( ~ =<= _ АЭ<х’ У " & д р ' и )

В теории пологих оболочек в качестве основных неизвестных 
принимают две функции: нормальное перемещение V/ и функцию на
пряжений ф « Через ц  определяются моменты и перерезывающие 
силы, а через ф выражаются усилия в срединной поверхности обо
лочки ■ [ 3 ] .  Относительно этих функций выводится система вариа
ционных уравнений»

Первоё из них, вариационное уравнение Лагранжа, получим пу
тем варьирования перемещения V/ . Применим принцип возможных 
перемещений 

(4)

где
($Ц -  вариация потенциальной энергии деформации системы^
<5Д -  суммарная работа внешних сил на возможных перемещениях.

Если в качестве внешних нагрузок рассматривать распределенное
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нормальное давление^ р , а также погонные силы , 0^
и моменты Л «  , , заданные на контуре отверстия (рис. I ) ,
то

Ы, 21Г
+ ]  ]  р (М В с Ы ]3  } (5)

1 о ’
где ОЦ , ¿V , -  произвольные вариации компонентов пе
ремещения точек срединной поверхности оболочки, направленные в 
сторону положительных координатных осей и обращающиеся в нуль 
при Ж— —с^.

Рис. 1

Выражение для вариации потенциальной энергии деформации 
оболочки имеет видгл

] (Ч< ^ У 24 А )Ава̂ 16)
I о
Воспользовавшись равенствами ( I )  -  (3 ) , найдем зависимости 

между вариациями деформаций и возможными перемещениями 6'и , »
и подставим их в подынтегральное выражение в ( 6 ) . Применим
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формулы интегрирования по частям и после подстановки (5 ) , (6) в 
(4) получим^ 23Г

] ]  [ Р, ¿и * Гг <5у* ( Г. - р)«у]АВ<кс^ -
< о

р , , г 1 . 1 Г31ВЛ/0 Э(АМ ЗА 38 ы 1

1 гЭ(АЧ>) 3 (8 а д  , 38 „  .З А .,  1 
АВ ' Эр д<* м * ?

, Э(АОЛ ) , К* , Ня  - N*01
. .,  др Ры Р<хуь

. . . . . .  1 гЭ(8Ч<Л) . 3(АА/.1АЛ) Э(8М«вА)1
аг1 ~ з5 Эр Эо< -1

П* Л У ЭПо<лV '

Поскольку вариации 5ц , 8у , 8V/ произвольны и 
то из (7) вытекают уравнения равновесия

Э(БЧс) Э(А^Л ) ЗА д& п

Э(АЦд) Э(8»> й ) 1 38 З А .. пЗр з«< 3 7 ^ ’ 8 р " “  = 0

и статические граничные условия.
С введением функции напряжений [ 3 ] уравнения равновесия (13) 

тождественно удовлетворяются, и в (7) следует положить Г1 =Гг =О. 
Таким образом, в первом интеграле исчезают члены, содержащие ва
риации 5и и 8\/ . Чтобы пропали соответствующие члены и во вто
ром интеграле (7 ) , нужно удовлетворить по контуру выреза граничным 
условиям в срединной поверхности оболочки. С учетом этого уравне
ния (7) можно представить в следующем виде:

ы, о
[В7г 7 г М~ £(<р)* (^)-р]5иАВс1йс1у5 -

1 °2Я ~

о -
где 
г Г ( |П  = 1 _ [1  Э _ р  э , р \ 38 3 ^ 1 _  1 _ /

т  Р<<1 8 З р '6  ар ;  Аг 8 &  А Эй А

1 IгЭ(8О0
АВ дсС

(8)

(9)

(Ю)

( I I )

(12)

независи
мы,

(13)

(14)
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1 за. 1 1 1  +  2 г 8 2 ал 1 ав Зф ] 
ав2 др  1 р и 1 ^ А в 1 .а с < а ^ + а др  Зо< в д<* д р 1 (15)

1 (ф,их)=1 _  л 1 / ±  дч> 1 
ав 1-в д р '

1 Ц  1 1 ] г _1_ / 1  дн  \  
А дс( 3<Х 1  ЗоС ( А Зо( /

■I 1 Ц / _ ]  г 8 / 1 1 £ \ 1  8А 8у ]Г д_ /_£ Эи/ \ 1 _8В Эи/ 1
¥  др &г 1 р  д р Л  др <в д р )  а«* а«* г

2 / д 1 ч> 1 88 Зф 1 ЗА 8ф \ /  8 4 ;  1 ЭА 8и/ 1 ЭВ Эи/\1
* АВ^Эосав "  8 Зе( др ’  А др д ^ 3 о ( д р  ~ А ~ д р ^  В д й Т р / Р ^

Итак, получено вариационное уравнение типа Лагранжа для по
логой оболочки при больших прогибахо

Второе уравнение -  вариационное уравнение Кастильяно, выра
жающее принцип дополнительной энергии, -  получим, варьируя функ
цией напряжений. Однако обычная запись этого принципа в форме» «

«• - * 
( ¿11 -  вариация дополнительной потенциальной энергии, ¿А -
вариация дополнительной работы внешних сил) имеет место лишь в 
геометрически линейной задаче и только в том случае, когда при 
варьировании напряженного состояния удовлетворяются все уравне
ния равновесия. В данном случае, при варьировании функции ф , 
удовлетворяются лишь два уравнения равновесия, и задача является 
геометрически нелинейной. Поэтому следует перейти к более общей 
записи принципа Кастильяно.

Дадим функции напряжений произвольную вариацию, удовлетворяю
щую условиям периодичности относительно окружной координаты р  
и стремящуюся к нулю при о(——

Вариация дополнительной потенциальной энергии запишется в 
виде гл

( и )

Подставив в подынтегральное выражение (18) вместо деформаций 
их значения ( I )  и выполнив преобразования, при

дем с учетом (13) к следующему уравнению:
* г* гл

8Р5 )АВ'^с<с1уЗ-] ( ¿ ^ 1 1 + ( 1 9 )
1 8-8035
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Здесь

(20)

(21)

Последний член в правой части (19) представляет собой допол
нительную работу ¿1 А , т .е .  работу, которую совершают при
ращения усилий и на действительных перемещениях края
выреза. Обозначим их через й  , V и в  дальнейшем дополни
тельную работу будем записывать в виде

(22)
о -

В итоге приходим к обобщенной записи принципа Кастильяно для 
пологой оболочки <Х( 2зг .

$й У ^ ^ и . Д ^ А В ^ а ^ А .  (2?)
1 о

Подставив в уравнение (23) зависимости (18 ), (20) -  (2 2 ),
получим 23Г

■ АВ <*»(<//» »
1 о (24)

Здесь для
»

Применяя 
нения (24) о 
ау виду:

23?
=](5А/в< и ♦ у ) б^/з.

о
краткости записи введены следующие обозначения: 

формулы интегрирования по частям, левую часть урав- 
учетом зависимостей (25) можно привести к следующе-

(25)

(26)1 о , * *

АВ̂  1 дуб
Для преобразования выражения, стоящего под знаком одинарно

го интеграла в (2 6 ), воспользуемся соотношениями, которые вы
текают из формул ( I )  -  (3 ):
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в =±-1у_ + 5 др

В др А З о й  А Л
В итоге иакомое вариационное уравнение

А 8<л В др у ’

(27)

типа Кастильяно для 
рассматриваемой задачи (24) представим в видей'< 2% 1 ,

V  [ ^ о < ( и ( \ / -V ) ]  68^ = 0.
0 Поскольку вариации 5^ произвольны, то из (28) 

ловив совместности .деформаций, выраженное через 
оыетрические граничные условия»

(28)

вытекает ус- 
и IV , и ге~

Таким образом, для пологой оболочки с большим прогибом, получе
ны в произвольных ортогональных координатах два вариационных урав
нения относительно функций 1р и IV .
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