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У С Т О Й Ч И В О С Т Ь  Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й  О Б О Л О Ч К И ,  
Н А Г Р У Ж Е Н Н О Й  К Р А Е В Ы М И  И З Г И Б А Ю Щ И М И  

М О М Е Н Т А М И

В статье  исследуется устойчивость «полубесконечной цилиндри
ческой оболочки, нагруж ен ной  продольными и зги баю щ им и м ом ен
тами, равном ерно  распределенны м и по краю  (фиг. 1).

Р ассм отрен ы  два  ви д а  граничны х условий на кр аю  оболочки: 
край ш арн ирно  оперт; край  свободен.

В качестве  исходных уравнений зад ач и  использованы  у р а в н е 
ния устойчивости В. 3. В л асо ва  [1]:

„ „ E h d 2w „
V2V Т — 0;

+ D V2 V2® +  ^ y g ^  +  - f 2) =  ° ,  (1)

где ф-— ф ункц ия  н ап ряж ений ; R, h — радиус и толщ ин а оболоч
ки; Е  — модуль упругости; N y — н орм альное  сж и м аю щ ее  усилие
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n окружном пншранлении, возникающее в оболочке до потери yd 
О* д2 Eh?

топчиностн; у ■“ rjju +  j j h  — оператор Лапласа; D  =  ^ ( Д д
v коэффициент Пуассона.

1 1птчтрирование уравнений ( 1 ) выполнено с помощью методу 
Вубшша-Галеркина. При этом аппроксимация выражений для 
прогиба w и функции напряжений ср производилась по методу, 
предложенному А. С. Авдониным [1].

1. Рассмотрим случай шарнирного опирания оболочки. ОболоЧ' 
ка, нагруженная так, к ак  показано на фиг. 1 , может терять у с т ®  
чивость от сжимающих усилий N y. Последние определяются И! 
расчета докритического состояния оболочки:

N y =  2 M R k ? e - kx sin kx.
о » 4 3 ( l - v 2 )Здесь kA =  yR2fi2

Предположим, что прогиб оболочки после потери устойчивости 
направлении образующей может быть представлен в виде затух! 
ющей функции, удовлетворяющей заданным граничным условия! 
на краю х = 0 .  Кроме того, можно ожидать, что в окружном Hi 
правлении прогиб является периодической функцией угла p. V 
аналогичных соображений можно исходить и при выборе функод 
напряжений.

Н а основании этих предпосылок полагаем:
w  = е- ' гх(А1 +  Л2cos foe +  A3sinfoc)cos«p, (i
ср =  е~кх (jSj +  В 2 cos k x  +  B 3 sin k^c) cos ti$\ (t,

где A j, Л 2,..., B 3—произвольные постоянные; n — число волн в ой 
ружном направлении.

В случае шарнирного опирания имеем:

п  „  d 2w  „  .я
при х  =  0 w  =  0 ; =  0 . (<д х 2

Используя эти условия, получим:
Ф Л2 — — Лх; Л3 — 0,5Лх.

Тогда
w  =  А уе - кх (1 — cos foe +  0,5 sin kx)  cos я(3. (5

Д л я  определения произвольных постоянных в выражении (3) дл 
функции напряжений используем условия:

при х  =  О о* =  ^  =  0 ; =  0 . ((

В результате найдем
В 2 =  —  В { \  В 3 =  0 .

Тогда \
ерх == В хе~ кх (1 — cos foe) cos я (Г (7



Аппроксимации (5) и (7) позволяют решить задачу в первом при
ближении.

Интегрируя уравнения (1) по методу Бубнова-Галеркина, полу
чим при v =  0,3:

М ~ к Щ ,  . (8)
U  _  6 ,0 4 5  +  7 , 215г + 6 , 97125г2 + 3,315^3 +  1,06^4 

м 13,32242 +  6,661222 + 4 , 996г3

j г =  [-Щ-) — параметр волнообразования.
Минимизируя (8) по г, найдем kM =  0,946. Соответствующее число 

волн в окружном направлении п =  1,189Rk.  Таким образом, первое 
приближение дает:

vWKP -  0,946 ^  . . (9)

Последующие приближения строятся на уточнении аппроксимации 
(7) для функции напряжений при сохранении выражения (5) для 
прогиба.

Возьмем последующие аппроксимации функции напряжений в 
виде

?2 =  В ге~кх [(1 — cos kx) +  e~kx (1 — cos 2kx)) cos nfy;
93 =  B le~kx [(1— cos kx) + e~kx (\ — zos2kx) + e~™x ( \ — cos3£x)| cosn§\

? i+i =  <?i +  £ 1e~(<+1) kx [ 1 — cos (г +  l)&x]cosft,B, (10)
где г =  1, 2, 3,...

Интегрируя уравнения (1) с использованием (5) и (10), получим 
результаты, представленные в таблице 1.

Как видно из таблицы, уточненное решение задачи достигается в 
шестом приближении:

М кр = 0 , 9 б 5 ~ .  (11)
•е

Формула (11) дает значение критической нагрузки, близкое к ре
шению, приведенному в [2]. I

2. В случае свободного края схема расчета остается прежней. 
Здесь потеря устойчивости оболочки возможна при направлении 
моментов, обратном тому, которое показано на фиг. 1. Усилие Ny 
по-прежнему определяется из расчета докритического состояния 
оболочки:

N y =  2M R k 2e~kx (cos kx  — sin kx). (12)
Свободный край оболочки характеризуется отсутствием перерезы
вающих сил Vx и изгибающих моментов Л1х. Поэтому функция w 
должна удовлетворять следующим граничным условиям:

при х  =  О 15 +  (2 -V . )  =  0; S  +  v ^  =  0.  (13)
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Т а бли ца  I Т а б л и ц а1

№ № 2 h( R k ) 1

1 0 ,946 1,413 1,189

2 0 ,9 3 6 1,333 1,155

3 0 ,866 1,178 1,085

4 0 ,915 1,263 1,124

5 0 ,907 1,241 1,114

6 0,905 1,236 1,112

7 0 ,905 1,234 1,111

№№ Z n { R k y \

1 . 0 ,2 1 3 0 ,4 8 4 0 ,6 9 6

2 0 ,1 9 2 0 ,3 8 7 0 ,6 2 2  )

3 0 ,1 6 6 0 ,2 8 8 0 ,537

4 0 ,1 7 7 0 ,3 2 8 0 ,5 7 3  ;

5 0 ,1 7 5 0,321 0 ,5 6 6 ;|

6 0 ,1 7 5 0 ,3 1 9 0 ,5 6 5

7 0 ,1 7 5 0 ,3 1 9 0 ,5 6 5  ‘

Используя (13), найдем из (2) при v =  0,3;
Aie~kx 

W  ~  2 +  1 ,4 г  +  0 ,255г2 

(0,55z +  0,255г2) cos k x  +  ( l+ 0 ,4 z )s in  kx \  cos /ф.

I [(2 +  1,42 + 0 ,2 5 5 z2) —

Здесь, как и выше, г  =  .

На свободном краю оболочки отсутствуют дополнительные н! 
пряжения ох и аХу  Следовательно, вид функции напряжений пс 
прежнему определяется аппроксимациями (7) и (10). Использу 
последние, в первом приближении получим:

Fh3
м  = кы~ ,

где
,  _  / 1  +  / 2
Д м  —  ----------------

( 1|

tM и U
/ j  =  93,6 +  277,68z +  629,288z2 +  691,0488z3; 
f ,  =  464,588z4 +  192,243z5 +  42,558z6 +  4,338z7-b0,228z8;

/ з  =  0,8736z +  0,4368z2 +  0,3276r3;
/ 4 =  2816 +  2324z +  44l,48z2 — 20,808z3 — 2,2608z4. 

Минимизация выражения (15) по параметру z  дает:
К  =  0,213.

И здесь уточненное решение достигается в шестом приближ<
нии:

М К1 ■ 0,175 “ 3, n = 0,565Rk. (К

Результаты расчета сведены в таблицу 2. 
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3. Рассмотренная задача может быть решена и энергетичес
ким методом.

Полная потенциальная энергия оболочки [1]:
оо 2л/?

3 = W h \ \  \ (? ‘2XX +  'J? l y - ^ x x V y y + 2 { \ + 4 ) v l \ d x d y  +n nО О

оо 2nR

i r j  J  [wlx +  wly +  wyy+ 2  (\ — v) ® j J  dxdy +

oo 2n R

‘ + Л / Л  i -w ^ d x d y .  (17)
0 0 L J

Здесь индексы x и у означают дифференцирование по этим пере
менным.

На основании метода Ригца функционал (17) может быть пред
ставлен как функция варьируемых параметров А, и В и связь меж
ду которыми получим, интегрируя первое уравнение системы (1) 
но методу Бубнова-Галеркина:

л _ о  Я . 2 +  1, 4*  + 0 ,2 5 5 *»
1 1 '  7 6 + 1 ,5*  — 0 ,51*2 '

После подстановки выражений (7), (12), (14) и (18) в формулу 
(17) в первом приближении получим

К

где
Э =  0,002935 / 7 [ ( / 5 +  / 6) Eh3 -  f 3f,M R  ], (19)

/ 5 =  93,6 +  277,68z +  618,992z2 +  685,9г3;

/ 6 =  460,721г4+ 192,24г5+ 42,556г6 +  4,338г7+ 0,228г8;

Л - №+«(х )!+3(+)Ч-
Варьируя (19) по параметру В\ из условия = 0  найдем

Ж = 1 7 7 Г ^ -  (2°)
Минимизируя выражение (20) по г, получим

Жкр =  0 , 2 1 2 ^ ,  г =  0,487. 1 (21)

Формула (21) дает значение критической нагрузки, которое лишь 
н третьем знаке отличается от результата, приведенного в таблице 
|2 для первого приближения. При этом расхождение результатов 
не превышает 0,5%.

В случае шарнирного опирания оболочки расчет энергетичес
ким методом в первом приближении дает значение критической
нагрузки, точно совпадающее с формулой (9).
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Можно ожидать, что н все последующие приближения энерге 
ииегкого метод,о совпадут с результатами, полученными методов 
ЬуОпоиа Галеркинн.
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