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УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК  
ВАФЕЛЬНОГО ТИПА ПРИ ОСЕВОМ СЖАТИИ

Принятые обозначения

х ,  у ,  г  — координаты  точек основной поверхности оболочки (ф и г. 2);
и, v ,  w — перемещения точек основной поверхности в направлениях осей х ,  у ,  z'r

R ,  I — радиус основной поверхности и длина оболочки;
Н ,  t  — общ ая высота ребер и толщ ина гладкого  слоя (ф иг. I);

т  — число полуволн изогнутой поверхности оболочки вдоль длины цилиндра; 
п — число полных волн по окруж ности цилиндра;

Е ,  |х — м одуль упругости  и коэффициент П уассона материала оболочки (при 
вычислениях принято р. =  0 ,3 );

К ц ,  D l } , A t j , К l j ,  D'i j  — коэффициенты жесткости;
Ф(а', у )  — функция усилий;

. . .  m  д 2А  д 2В  п  д 2А  д 2В  , д*А д 2В  
L (А, В) — дх2 ду2 2 дхду дхду г  ду2 дх2 оператор,

s — верхний или нижний индекс' для величин, относящ ихся к отдельным 
слоям.

В последние годы в авиационной технике все шире применяют­
ся «вафельные» цилиндрические оболочки. Их получают путем про­
катки, штамповки, механического или химического фрезерования 
плит (фиг. 1). Вопросу устойчивости подобных оболочек посвящен 
ряд работ, однако они содержат недостаточно данных для прак­
тических расчетов- Большинство исследований задачи проводится 
н линейной постановке, что не дает количественной оценки эффек­
та подкрепления оболочки ребрами- В других работах, где иссле­
дование проводится в нелинейной постановке, не учитывается влия­
ние одностороннего расположения ребер, а решения не доводятся до 
численных результатов. Более тщательное исследование, лишенное 
указанных недостатков, принадлежит О. И. Теребушко [4]. Однако 
им получены несколько завышенные значения критических нагру­
зок, что объясняется видом выбранной функции прогиба и рядом, 
неточностей в физических соотношениях задачи.
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Н астоящ ая работа имеет целью получить рекомендации для' 
инженерных расчетов на устойчивость цилиндрических оболочек 
вафельного типа, нагруженных осевым сжатием. З адача  решаете* 
в геометрически нелинейной постановке методом Ритца. З а  крите­
рий устойчивости принимается нижняя критическая нагрузка, со­
ответствующая принятой форме волнообразования- Д л я  исследова-J 
ния,выбирается такая  функция прогиба, которая в частном случае 
изотропной оболочки приводит к величине критических напряжений

иКр = 0Л TbYLtIR, что хорошо
согласуется с эксперименталь­
ными данными для оболочек 
средней длины с относитель­
ной толщиной 2 0 0 < Д Д < 5 0 С  
[2, 7].

При изучении устойчивости 
подкрепленных оболочек су-; 
ществует два подхода к ре­
шению задачи: либо учитыва­
ется дискретный характер эле­
ментов жесткости, либо эти 
элементы «размазываются» по 
оболочке. Имея в виду при­
сущее вафельным оболочкам 
частое расположение ребер, 
здесь используется последний 
прием.

Д ля  большей строгости в 
физических соотношениях за ­
дачи и в ' величинах коэффщ 
циентов жесткости вафельную 
оболочку - предлагается pad -1 

сматривать как многослойную, 
состоящую из одного глад-

Фиг. 2.
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I
кого изотропного слоя и бесконечного множества конструк- 
тивно-ортотропных слоев. В свою очередь, многослойная оболочка 
вменяется  эквивалентной ортотропной оболочкой с приведенными 
жесткостными характеристиками и в дальнейшем проводится ис­
следование устойчивости этой эквивалентной оболоцки. Действую­
щие в сечениях оболочки внутренние усилия считаются отнесенны­
ми к  некоторой произвольно выбранной «основной» поверхности,

, п качестве которой принимается срединная поверхность гладкого 
слоя (фиг. 1). Следует отметить, что основная поверхность играет 
роль базы отсчета при вычислении жесткостных характеристик 
оболочки, поэтому выбор ее положения не влияет на конечные ре­
зультаты решения.

В работе 'учиты ваю тся взаимные деформации подкрепляющих 
ребер, а также приближенно учитывается их сдвиг.

Предлагаемый подход к решению задачи позволяет учесть вли­
яние расположения ребер, отказаться от присущего всем преды­
дущим исследованиям предположения о малой ширине ребра по 
сравнению с его шагом и получить решение для оболочек с про­
извольной формой поперечного сечения ребер. Численное решение 
проведено для наиболее распространенных видов вафельных обо­
лочек с ребрами прямоугольного сечения произвольной ширины, об­
разующими квадратные клетки. Решение, выполненное на ЭЦВМ  
М-20, представлено в виде графиков, удобных для практического 
использования.

Основные соотношения теории многослойных оболочек

Д ля решения задачи используем известные зависимости и ги­
потезы теории пологих оболочек [3]. Считаем, что напряжения в. 
оболочке не превышают предела упругости материала.

Д л я  деформаций и кривизн принимаем выражения:
_  д и  . 1  ( d w \ z  _  д2да

е* “  Ш  +  ТГ Ш )  ’ 5 ^ “’
d v  w  1 f d w \ 2________ d 2w . . .

£у==ду~ Д  2~ \фу”J ’ =  С '
  д и  . ди . dw  dw  У __  d 2w

^  ~~ д у  ‘ д х  д х  д у  ’ ' — д х д у

Используя закон упругости для многослойных оболочек [6],. 
можем записать в матричной форме следующие физические соот­
ношения:

/  £ Л  /л „  Л12 о \  /  N x \  j  К п  К\2 0 \  /  *, \
=  4 4 0  ЛД -  [ К ъ К ' ъ О  х ,  , (2 )

\ т  / \0 О A j \ N x y J  \0 0 Ы \ У -  J
( Мх  \  ( К п К ' и О  \ ( N X \  ( D u  D\2 0 \ / * Л  
\ М у  =  К ,a  K v O  h v y +  D *  D'22 0 ху . (3)
\ 2 М х у )  \ 0  0 /Сзз/ V N Гу )  \ 0  0 D'3z / V  )
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Здесь
/V,, /Vv, уVvу — нормальные и сдвигающие усилия, отнесенные к ос 

помпой поверхности оболочки;
M.V, /Иу, /И,у нагибающие и крутящие моменты, отнесенные к оо 

ионной поверхности оболочки;

.1 Л 21 ____ ■ Л = Л _______В'2 д Д п л = _ L
" ИпВгг- B ' i ;  12 21 В пВ22^ В \ :  22 В„В22 _  В2 ’ ' 33 В3з ’

3 „ , , 3 
Л ij  =  AikKki \  K i j  = К j t ; =  D и  — ^  К ik Kkj \ (4)

*=i

B n  = 2  />'}, ;

/Су; =  ' 2 i B Si jhs ,  исключая / f 33: /C33 = ^ 2 B ' J3hs;
S S

D u  =  2  (D?y +  B\jhVj ,  исключая D 33: D 33 =  2  (D 33 +  4fi33/z2) ;

B ) j ,  D) j  — жесткости отдельных слоев;
— расстояние отдельного слоя от основной поверхности. 

Уравнение неразрывности для многослойных оболочек после 
введения функции усилий Ф (х, у )

л/ _  ° 2ф м  _  дщ> л/ _  д*а>
N x  -  dv2 ’ N y  _  Ш '  Nxy -  ~  аТщГ (5)д у  2 ’ р А- 2 ’ 2 У . г у -

и учета (1) и (2) может быть приведено к виду:

л  ^ 1  +  2  ( а  +  М  4 -  А  д Щ )
д х 4 +  z  l ^ 12 +  2 J д х 2д у 2 +

Я P.V2 •
Потенциальная энергия деформации оболочки, вычисленная с 

использованием выражений (1), (2), (3) и (5), имеет вид

+"  -  т № > '  т  +  ^  +  Л а  ( « ) %  * , ( « ) ■
х у * *7/

/ д 2ш \ 2  0  ’ d 2w d 2w п ' ( d 2w \ 2 ' /  d 2w  \21
М о т  + 12 ° 12дП ' й72' +  22w )  +  ° 331 щ?фг) J djcrfy- (7)+  Di

Выражение для работы внешних сил с учетом (1), (2) и (5) 
запишется в виде

У
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Рассмотрим элемент конструктивно-ортотропного слоя с реб- 
рами прямоугольного сечения (фиг. 3). Его ортотропия характери­
зуется двумя параметрами k x  и k v, получившими название коэф­
фициентов заполнения [I]:

s r S V
ку = ~ь;-

Ж есткостные характеристики отдельного ортотропного слоя

При нагружении слоя в • нем возникает система напряжений,, 
которая может быть заменена равнодействующими погонными 
усилиями и моментами, отнесенными к срединной поверхности 
слоя. #

Закон упругости для ортотропного слоя имеет вид:

(  N sx

К

\  N sxy,

4 \ (  m sx

4  . M l

T V \ 2 Ж ху

D f i D ’l s 0 \  

Doi D  22 О 

0 0 Dl,  з /
D \ 2 =  D 2i

X s

(9)
Для определения B \ j  рассмотрим деформации в зоне пересечения 

ребер. Приложив к Элементу, изображенному на фиг. 4, усилия 
Му Ьу, получим

N ..
е =  —

у Е
N y Ьу 
E t0
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Нагруженное кольцевое ребро, деформируясь в поперечном на­
правлении на величину Д, увлекает за собой продольное ребро:

sy N..

E ta

Приложив усилия N xbx, соответственно получим
N . N .

~  Et0 k r  ’
£ == 

У Et0

Фиг. 4.

Суммируя деформации, имеем

£ г =  £ -j- £ =л х  ' • х

Отсюда

N y N x 

[Х~ЁГа +  Et0 kx '
N .

E t0 Eta

Eta kx / , ч лг E t0 ky
N x  1  J j,2 k  k y ^ ^ У £ у ) '  N y  j ____£  £  ( S y  +  \bkx £ x )-  ( 1 0 )

Д ля  приближенного определения жесткости ортотропного слоя 
на сдвиг нагрузим элемент (фиг. 4) усилиями N xybx,
Nyxby и примем, что деформация сдвига его состоит из чистого 
сдвига центральной части, а также изгиба и сдвига выступающих! 
ребер:



сх, су — перемещения ребер в направлении приложенных усилий, 
как консольных балок прямоугольного сечения с учетом 
их изгиба и сдвига [5]: ^

‘y _ S ’- Y < 5 - x  *С г = * х у  Ьх
3 Е X

X
5 \ Ьу

Выражение для су записывает- п г  
ся аналогично. * '

После преобразований получа­
ем:

где

Т

А Т  _  E t t f  

у 2(1 +  ц)

G n p - G f

k x  * k y *  к
/

1 5  к
Фиг. 5 ,

Значения коэффициента ср для случая Ьх =  Ьу и kx = ky — k при­
ведены на фиг. 5.

Таким образом, согласно (9), (10) и (11), жесткости отдельно­
го ортотропного слоя имеют вид:

\>-E t s  Ъх  ку
В\  1

Ets kx
1—\ J k x ky

В 22 =
Ets ky

Пь _ П* _0 12 =  021 =

B s33 =

1-ц* kx ky 

Ets4
( 1 2 ).,

l - ^ k x k y - ~  2 ( 1  +  p . )

Рассматривая деформацию изгиба, по аналогии получим

12 (1—р2 кх ку) '
. ,з

£ > 2 2  =

Z)i2 =  £ ) 21 =
р£ ^  ky 

1 2  ( 1 — р 2 к х  к у )  ’
(13)

1 2  ( 1 — р 2 к х  к у )  '  6 ( 1  +  р ) ‘

В случае k x — k v = ( p —  1 выражения (12) и (13) дают известные 
соотношения для изотропной оболочки.

Жесткостные характеристики вафельной оболочки

В общем случае вафельной оболочки с ребрами произвольного 
поперечного сечения (фиг. 1 ) коэффициенты заполнения слоев пе­
ременны по толщине:

kx =  kx (2), ky =  ky (2).
i f !  ■ ! ! 1,25
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Рассматривая совокупность отдельных слоев толщиной dz, л& 
жащих на расстояниях г  от основной поверхности, и применяя к 
ним зависимости (12) и (13),' получим на основании (4) следую] 
щие выражения для жесткостей вафельной оболочки:

В, Е  J  2— k ь. d z  + В  +  1_ „ 2£ k dz ,j  i (i вх1«п  j  i (д kX2r
( l i )  ( f2/

В 12 ^  821 =  v E  S l— k k d z  +  [Xj5 +  u £  jj x_ ^ k y\  dz ,
(ti) ' X1 yl* (*,)  ̂ *2 y2

B 22 — E  ^ -j— —т d z  +  В  +  E  ^ -j— 2ПГ—ь~ d z >
l ~ V t k x i k n  f* X 2  У2

v O  (fz)

8 33 -  2 ( 1  +  (л) S 4*1d z  +  l~ T ~ B  +  2 Т Г Т Д )  S. Ф а * Г’
(fl) (/2)

К  и = E  —  z d z  +  E  ^ . zd z ,
J l-Н * * ,!» ,!  J ^ -У2 У2

(fl/ (t2)

A-,, -  K n -  $ 1- X « yl ZdZ +  ^  S ZdZ’ (14'
(̂ l) (/2)

/{"22 ==E \  1 J k l k ZdZ +  E  \  T k ZdZ;ъ \ - ? к п кп

(<«:

D n =  £   ̂ r ^ P ~ k ^ z 4 z  +  D + e \  t— 4 - 4 —  z 2flfe’J J—№ X2ky2 .
« . )  1 ^  (fz)

D 12 =  D 21 =  ^  Г Х Г Т - z2^  +   ̂ z 2tfe,
(?,) M XI yl «,) ^  yi

_ с k..
D 22 =  И  r - u ^ yl I  z *dz + D  + e \  T 4 2 fe -  z 4 z ’

•• ^  * 1  У 1  J ' /  ^  X 2  У 2

Dm —

W  (t,)

2 E
J  ? iz 2d z  +  2 (1 — \x)D +  -j~ r —  ̂ ?az2d z .'зз j +  j ri- — -г- +  * — т  yq—- ^

^ (U) ^  r (I)

Индексы « 1 » и «2» соответствуют наружным и внутренним слоям.]
о Et гл ЕРЕ> — |  и U  =  ^ -(j  ^  — жесткости центрального слоя.
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Определение критической нагрузки 
вафельной оболочки

Схема решения задачи устойчивости цилиндрической оболочки 
методом Ритца изложена во многих работах: [3], [8] и др.

Полагая длину оболочки такой, что граничные условия на тор- 
пах х = 0 ,/ не оказывают влияния на картину складкообразования 
в рассматриваемой зоне цилиндра вдали от кромок, принимаем 
аппроксимирующее выражение для функции прогиба в виде

w , тих пу , 2 тлх
f x COS - у -  COS -г г  +  Л  COS — j—

, г 4 ткх , ,+ / 3 cos • - + / 4, (15)

где fi —  амплитуды прогибов. 
Вводя обозначения

г =

получаем

w

mnR
~ Г ’

иг

Г п* _ ,  п2 . п2
а -  / l Т — /з -р"> £Л Л  £

/ га: пУ , а 2гх , . 4га: , \COS COS +  Р COS +  ф COS +  S J ,

(16)

(17)

Подстановка (17) в уравнение неразрывности (6) приводит к 
следующему выражению для функции усилий:

9^ Г ct (2^— 1)
V)2

a2_  2rx a* 2py 2а (ft + 4ф)
4- 3294 l-us R  т 32 R  ^  1 +  18i/, 92 +  8191

Ф = - ' £ . - 1 2 0 1 + 2v, V* +  № C0S C0S +:

COS ~  COS ^ ----

ф 4гдг , ' 8афrnJ. : POS--- k    —
169* '-U5 f> 1 +  50i/i 92 +  62594

12(1
92/Д -)- F0 +

5га: ny
COS-щ- COS -2-

1
(18)

92
1 2l/i 92 -[- 91

rx ny 
a COS -д- COS +

1 r, Q 2 rx , 1 i 4гл:+' —  F о, p cos •  F oi Ф cos —
92 z r R  9 2 2 T R

где

a

F  21 =

2̂2 Я2
24ц * R
-̂11
■&22
-----Г"’ F  o=-

Ч 12 + ~2~

(19)

+ Л"22" A*.33

Y 16 VI— ( r e  ^ 2 2 ^ 2 2  k l 2  ( 1 — B 2) A2iD 22

Полная энергия системы
Э — U — W

— F  —— > r 12 —

У.Лп Л22 

~V~ 12 (1—в2) ^ 22’
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на основании (7), (8),  (17) и (18) в безразмерном виде запишет 
ся в форме:

3 = —  = --------- ----------Г—  ( 1  +  2 v 2 & 2 т /  Vo + '  -Я-4  V , )  4 -12 (1—(11)кШ 22 12 (1—(л2) [ 4 2 У з ~ г  з )  ч-

+ ; 8 ^ v 3(p2+ i6^2)j  _ j v 2 - i v —  ^  +  2 р 2 +  8ф2|  + '

2
+ ’+  V  { ^ -  С„. [ 2Р -  1 +i ч ( ^ 2 1  +  ^0  +  i  /=■„)

+ ' 8 K - i + ^ 2^ ) 2+ W  +

+  (1 6 tjW 21 -  1)2 +  с19а2(Р +  4ф)2 +  16С125а̂ ф2} , (20

где
г  -  ^  г  -  &i г  54

11 1 + 2 V ,  19 1 +  1 8 У , £ 2 + 8 1 » 4 ’ 125~  l + 5 0 u i £ 2+ 6 2 5 « 4 ’

^ззп ' ОО ,
12 + 2 ЛцОп — / --------- J - ------

-■/~— == - t v z =  —  ■ “  7V =  7 V / ? l / - s----
^ MS 22 I/ 12(1 — n2) D2i

(21

Условие минимума энергии приводит к соотношениям

£ £  =  £ з = д з = й э = й з = п  ,991
да dp дг) д& ' м т !

Выражение (22) представляет собой систему пяти нелинейных ал 
гебраических уравнений с шестью произвольными параметрами а, р 

ф, т], и N .  Задаваясь рядом ^значений параметра & и решая сис 
тему относительно а, р ,  ф, tj и  N ,  получим численную зависимост!
N  = N  (&). Минимум этой зависимости дает искомое значение ниж 
ней критической нагрузки.

Численное решение

Решение системы (22) проводилось итерационным методо 
Зейделя на ЭЦ ВМ  М-20.

Н а фиг. 6 , 7, 8 и 9 представлены результаты численного реше 
ния для частного случая цилиндрической вафельной оболочки ( 
ребрами прямоугольного поперечного сечения, образующими квад 
ратные клетки (о3= 1 ).

Кривые с — с (ky h) ,  приведенные на фиг. 6 и 7, позволяют оп­
ределить критические напряжения вафельной оболочки по фор­
муле



Фиг. 6 соответствует симметричному расположению ребер, 
фиг. 7 — одностороннему. К ак  показали вычисления, вафельные 
оболочки с наружным и внутренним расположением ребер имеют 
практически одинаковую несущую способность.

Д л я  оценки весовой эффективности вафельной оболочки вве­
ден безразмерный 'параметр  g,  представляющий собой отношение 
веса гладкой изотропной оболочки к весу вафельной оболочки, 
имеющей такую же несущую способность на сжатие.

Кривые g = g  {Н,е) ,  приведенные на фиг. 8 (& =  0,05), д о к а з ы ­
вают преимущества одностороннего расположения ребер (е .=  ± 1 )  
по сравнению с симметричным ( е = 0 ) .

Кривые g = g  {k, h ) фиг. 9 дают возможность выбрать опти­
мальный шаг ребер вафельной оболочки.

В качестве примера можно отметить, что вафельная оболочка 
с параметрами е = ± \ ,  & =  0,04 и 1г — 5 обладает весовой эффектив­
ностью g — 1,5, т. е. может быть выполнена по весу на 33% легче 
гладкой оболочки. В случае сохранения веса вафельная оболочка 
с указанными параметрами будет иметь несущую способность в 
g'2 =  2,25 раза  выше, чем гладкая.

Проведенные расчеты позволяют сделать следующие выводы: 
1. Вафельные оболочки эффективны лишь в случае высоких 

ребер ( й >  1,5). > t
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2. При проектировании вафельных оболочек следует применять 
одностороннее расположение ребер.

3. Н есущая способность вафельных оболочек с наружным и 
внутренним расположением ребер практически одинакова.

Фиг. 8.
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4. Н аибольш ая эффективность вафельных оболочек достиг! 
ется при шаге ребер, соответствующем параметру k =  0 ,0 l4 -0 ,l i
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