
 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

Б. А. ГОРЛАЧ

УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИЕ ДЕФОРМАЦИИ
ОСЕСИММЕТРИЧНО НАГРУЖЕННОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ
ОБОЛОЧКИ
ПРИ КОНЕЧНЫХ ПРОГИБАХ

1. Нелинейные уравнения равновесия [1] применительно к сфери-п
ческой оболочке радиуса /? и толщины б можно записать в виде

А^1 + (АЛд — АС) с!д Ф + 0 + = — Х1Р;
Р + ф — АС — АС + 7« = А/\хц + ААд'/.г;

Л11 + (Л^ — Ж) 0 — 12т2 0 = 0.

в — модуль сдвига; ц — коэффициент Пуанссона; Агк* — усилия; 1
Мк* — моменты; — переразрывающая сила; ¿7П*,  Яь*  — нормаль-1
пая п тангенциальная составляющие поверхностной нагрузки, отне-1
сенной к единице площади срединной поверхности. Штрих означа­
ет дифференцирование по углу ф, отсчитываемому от вершины обо-]
лочки. Считая квадраты производных от нормальных к срединной!
поверхности оболочки перемещений то*  соизмеримыми с линейными
составляющими деформаций, запишем геометрические соотноше­
ния следующим образом:

— — Гм + то1 + —(то )' I; — — (м 4~ то с12‘Ф);
т 2т 4 “ /п

Х1 = = (м — то')'; х2 = = — (м — то')с1еф.т
Здесь

И* &1*и = —, ТО =--- ,
б б
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1Г', м* — перемещения в меридиональном и нормальном к средин-
поп поверхности направлениях- хД хг* —изменения главных кри-
пи ш срединной поверхности оболочки.

Уравнения совместности, вытекающие из соотношений (2), за­
пишем

’4 - (Х1 - хг) б - е; + (о! - г2) '? = 4"

[з'51116 + (г2
5Ш2 6

СОБ 6

Выражения для нормальных усилий и изгибающих моментов,
полученные на основе деформационной теории пластичности с уче­
сом переменности коэффициента поперечной деформации р*,  имеют
следующий вид [2]:

/V* = £* + Мь = -/.к + ',^1 —— ‘/¡й; (/ = 2, 1, I к), (4)
о

где

"» = ф [?<>(**  +(М + +М + и (»<% + *<)]  ’
= 3 + уг/) + ~(у-к + [хх/) + ;Л ;

2 1 9,-
со*  = С -- (I — (0*)  сИ\ I — —; п, = 0, 1, 2;

-1 -1

1 _ (1 — о>). о _ = 1 + ;л —(1 — 2м.)(1 — <о)
1 —" р ’* 2(1 + р) + (1 •—2у)(1 — <->) ’

у. — координата, отсчитываемая в направлении нормали к оре­
шиной поверхности оболочки.

Нормальные напряжения вычисляются по формуле

Функция Ильюшина со определяется по заданной диаграмме де­
формирования. Для широкого круга конструкционных материалов
па диаграмма с достаточной точностью может быть аппроксими­
рована кривой стремя участками (рис. 1). Тогда [2]:

«> = 2_ [ 1 + р(^.0)| _ Л') +

4—~ И 4*  р(^/т)] [1 — Р(е/о)] — ~ Ф) •
4 I

 
 

 

 

  

 

 

 
 

 

 

  

 

 

 
 

 

 

  

 

 

 
 

 

 

  

 

 

 
 

 

 

  

 

 



 

 

 

Здесь

Рис. 1.

О'

Ь

Для
мулу

= <Ъ0~3(7Ч0. с = с'-сс = а-О'
Ж ’ О(^о-^ТГ1 ’ с"~°' '

вычисления интенсивности деформаций е, используем фор

А Г

72 (О = ~—
‘2' ' 4/«2 9(1 - ¡1*) 2

Введя новые переменные б = е1 + е2, х=Х1+х2, £==61—е2,
т=Х1—х2 и преобразовав, следуя [3], уравнения (1) — (4), полу­
чим четыре нелинейных дифференциальных уравнения. Запишем их
в виде, удобном для решения методом последовательных приближе­
ний:

/[ = <'■']+у.г<") = _(1 -¡Л),.<">+ д[л> ;
I [у.’'”] - = 12т2 [(1 + ¡х) г'"1 + ?!"’];

; о = Л0Г— ,<•>'------ <?Н ;
& ‘ ’ 12/»2 J
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.<«■ + 2>"> с1г ф = ко [ к_/”>■ _ .<»>■ + ?<">]. (5)

|дссь
1 =------ 4 ф--------Ь 1;¿ф2 & т ¿ф

7еЯ) = Яп -- я\~ Я( с1£ф 4- ГГ}4- Ф1л); <7/.л> = — Яп + Г£л) 4- ФхЛ);

<?<;’ = -<?,+ г4"’ + Ф?’; № = ~ч, + Г'"’ + Ф?’;
24/н2 . _ 12лп2 (1 + р) —(1 — р) .

(1 — р)(1 + 12/«2) ’ ~ 24/л2

12/лг2 (1 — р) — (1 + р)
24 т2

(6)

Г'"’ = СУЛ + Л^У”-1’,
=-г'",-е-<10)("”11' -(’чО)'"’1’с‘ёФ - |4 + (41еФ)'](“-‘);

Г?° = — С!___2 > х< о-»’ ф _ (х^)’"-1’; 
ф<“> = [»,; + (2«; - ф - гх,]"“-”;

Фх"’ = -р4- [-/¡';+(2-< — —(«ч+’г)”-”;

Ф<">= ф<"> _ _2_ [г,; + (1)1 _” + [«;+ 

+ (л, — а,)с1ёф]|"'1) . (?)

I ¡риводи.м решение уравнений (5) в п-м приближении
г(Л) = 2*[  (1 — р)[С1Л)р1 4- 4- С2Л)Рг+ ^>2Л)^2] + е? + ) ®н > ;

х'”’ = - 27л [с'А, - ОГ’й + СГ?2 - О^р,] + х, + <?<"’ х<”> ;

С(” = 154)-2т(1 + |х)[С(",г1.+ ОУ% + СУ'4 + +

хм = - 27). [б !’% - О',"’/-! + СУ42 - ОУ’г2] + т, + <¡><"’4"’. (8) 

Здесь
51 = /?1 + 71! Л = £1 + Рб 5-2 = Л2 + 72; Г2= g2 + р2,

рх = у (X Ьел х 4- Ьег х); = у (X Ьег х — Ье! х);

£4 = у (2 КX Ьег7 х 4- У Ьег х) с(£ ф;

&1 = — у (2 ]/Х ЬеГ х 4- У Ье1 х) с(ё ф;
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л = ]/л.4; y=

À = /12w2(l — (i2)-ji2; y = ■

Y

Выражения для p2, q2, g2, h2 получаются из (9) при замене в них
функций bei х и Ьегх соответственно на kei х и kerx.

Постоянные интегрирования Соп), С[п), Сзп\ D\n) и Dp’ опреде­
ляются из граничных условий; eq, xq, £q, Tq — частные решения не­
однородной системы дифференциальных уравнений (5), соответст­
вующие внешней нагрузке.

Множитель q?<”) введен согласно методу сложных итераций [4р
для улучшения сходимости процесса последовательных приближе­
ний. Для каждого значения п вычисления проводятся следующим!
образом. Считая первые два уравнения (5) условно независимыми
от вторых, частные решения еп(п) и хп<п) находим при известных из
предыдущего (/г—1 )-го приближения Гр ) и Ф9г) (¿ = е> х, т)
методом последовательных приближений (назовем его к-процес-
сом). В качестве исходного приближения (к==0) принимаем функ­
ции е"“1 и х"“1 предыдущего (п—1)-го приближения. Для к-того
приближения находим

(л)
Н(Л)

по

по

1
-i)

ф.

Jx

(10)
т(ге)н

(11)

12/?z2

X sin tp! íZój <76.
После окончания к-процесса переходим к определению
найденным и хр>

£(«) = ka_ С Г_
н sin2 Ф J I

тфЛ

~(П) _ ^0
11 sin2 Ф -‘ Фо

Определив из граничных условий постоянные интегрирования,
формулам (8) находим т(п) и деформации:
Ч">-у(е+С)"’>; *V ’ = Ф (х +0(">;

4”’= ф .(«)

sin2 öi/ф;

ф
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Затем вычисляем усилия и моменты по формулам (4). Переме­
щения и, ш и перерезывающие силы С) определятся из выражений:

Рг/ = ------------ -- (*  ( — <7« + <7/ ф^п ф соб фб/ф;
5 IП ф С 05 ф Л

Фо

0нЛ) =------- --------  (*  (х^ Ф -Ь- N^4 + Л^2у‘’)(П_1)81П Ф СОЭф^ф.
51П'■!> соб4 Л̂

0

По полученным результатам вычисляем нелинейные функции
['»+1 и Ф?+]для решения уравнений (5) в (п+1)-ом приближении.
Затем решается задача в (п+2)-м приближении и так далее до
требуемой точности. За исходное приближение (п = 0) принимается
решение линейной задачи.

В качестве примера рассмотрим сферическую оболочку, замк­
нутую в вершине и жестко защемленную по краю ф = Р (фо = 0)-
Пусть оболочка нагружена равномерным внутренним давлением
'/*п  = <7 (7%=0).

Для этого случая из условия замкнутости в вершине и отсутст­
вия сосредоточенных сил следует:

С^)=Й")=^Л) =0.

Остальные постоянные определяются из граничных условий при
ф = р:

1- Ч"’ = 0; 2. .»<"’ = 7.$"’3. »'’' = 0.

В развернутом виде эти условия дают три уравнения с неизвест-
ними СГ1 = А\"\ о1,"’ = 4;”, С1"’ = ;

= «,«+<$’ (¿,/ = 1,2,3) (12)

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 



 
 

 

 

 

Как видно из этого уравнения, постоянные интегрирования в
п-ом приближении можно вычислить как сумму не изменяющихся
в процессе приближений слагаемых соответствующих коэффи­
циентам правых частей линейной задачи — и изменяющихся
в процессе приближений добавок определяемых по нелиней­
ным слагаемым а$-

При использовании метода сложных итераций постоянные инте­
грирования можно найти следующим образом:

4»’ = а(У + дл}” .
Множитель в соответствии с [4] вычисляется по формуле

= *(0)О)
‘ х<л_1) (?)—Дх<л) (?) ’

Дх<">(₽) = -2ТХ [дсГ’^НР)-до!”я(₽) + ДСГ’?2(₽)-
- доГ’а(З)] +4"’(?).

Коэффициенты уравнения (12) определяются из выраже­
ний:

«п = 71(1 +!*)£1(Ю  + 2а(?)]; «•>! = 7>^1(?); «з! =2|'а(?);

«12 — 7 [(1 + !г)^1(?) + 2^!(Р)]; ^22 — — 7^1(3); «31 = 2771 (?);
«13 = «23 = 0; «'33 = —

1 О— СО Б 3;
т

7 «20 == 0»и10 — а30~ 2(1 + М’

= у 1е»<» - «й1=у М?) - -'-«(ЮГ;

На рис. 2—5 представлены результаты расчетов, проведенных
на ЭВМ «Урал-2» для сферических сегментов, жестко защемлен­
ных по контуру и нагруженных равномерным внутренним давле­
нием.

Распределение напряжений а*  = у—1——

вдоль оболочки с учетом двойной нелинейности (сплошные линии) по­
казано на рис. 2.

Графики построены для р =------ -----(—-51П — 17,36; 51п 3 =
2(1+;л)О\ В )

= 100 мм, р = 2°.
80

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 



9

Рис. 2.

Зависимость аг-(е£) для материала оболочки аппроксимировалась 
диаграммой с тремя участками (рис. 2) при 3(7 = 8,1 • 103 —2 ;

зо' = 1°2^ а'» = 17’5з5: «<о = б-ю“3; = 2-ю-3.

Шгрихпунктирными линиями здесь и на последующих рисунках 
изображены зависимости, полученные в результате расчета оболоч­
ки с учетом только физической нелинейности, штрих с двумя пунк- 
Iнрами — геометрической нелинейности, штриховые линии соответ­
ствуют линейной задаче.

На рис. 3 показано распространение зон, охваченных пластиче­
скими деформациями по толщине оболочки с ростом нагрузки q.

О влиянии пологости оболочки на результаты расчетов можно 
судить по графикам рис. 4 и 5, построенным при р = 13 и фиксиро­
ванном значении 7?sin ц = 100 мм.
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