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УП РУГО -П ЛАСТИ ЧЕСКИЕ ДЕФОРМ АЦИИ  
ОСЕСИМ М ЕТРИЧНО НАГРУЖ ЕННОЙ  

КОЛЬЦЕВОЙ ПЛАСТИНЫ

Рассмотрим кольцевую пластину, нагруженную равномерно 
распределенной поперечной нагрузкой q и по внутреннему кон- 
ТУРУ (г ~ го) погонной нормальной силой Q0 и погонным радиаль
ным моментом М10 (фиг. 1).

L

л

С

1 1 1 Г Т 1 Г Г 1 !

и

U M М П

Q
Фиг. I.

Принимаем следующие допущения:
1 ) пластина недеформируема в своей плоскости;
2) нагружение простое;
3) материал пластины несжимаем (коэффициент Пуассона 

ц = 0,5).
На фиг. 2 показаны положительные направления внутренних 

усилий, моментов и перемещений.
1. Уравнения равновесия пластины имеют вид [2]:

ОМ, +  к - М в  ,+  Q =  0 ; Q =  _ Q o _  _2_ (Г2 _  г2)_ (1)
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Здесь
8/, 8/,

Mr — J orzdz, Me =  \ aezdz. - 8/, - 8/.
где, в свою очередь [ 1 ]:

4 a i
xi + i r x2jz ,

d 2 w 
' H r * '

ae =  4 "  7 “  (x2l+: 4 ”* 1)

(3)
1 dw

~T Hr'
d- = E  (1 -  со), CO =  / (£> ; ) .

до(7) —  прогиб срединной поверхности пластины; 
аг — интенсивность напряжений; 

бг — интенсивность деформаций:
2z .-j 2 , , . , , '2

ei =  —= z .P x , P x =  y-i\+y-iy-i+,y-2,
У ч

2 — расстояние от срединной поверхности пластины, измеряемое 
в положительном направлении до.

С учетом (2) и (3) выражения для моментов примут вид:

(4)

л,  4 £  /  , Ь3 \ /d 2w . 1 dm \
—  Ы +  2 7  I F )

. .  4E f r Ь3 \ I 1 d2 w , 1 dw \
M b - s - V - W  [-T1F + —.ЧгЬ

сoz2 dz.- 8/,
Подставляя (5) и (6) в (1) и полагая t =  In , полуичм:

d̂ - - 2 d̂ -  =  9 + N e2t + Pei t .
Здесь:

й 2

12 3 d21
7 M l 2 dt2  ̂ 4- utdt

fd 2w 1 dw /  )
( T /2 T  ~dt J  1 J j ’

(5)

(6)

(7)

(8) 

(9)

уравнение (8 ) решаем Фиг. 2.
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методом последовательных приближений (методом упругих реше
ний А. А. Ильюшина). За исходное (нулевое) приближение при
нимаем решение упругой задачи (ф<°) =  0 ) . Исходя из этого реше
ния, по формуле (9) находим ф^, после чего правая часть урав
нения (8) становится известной. Решая снова это уравнение, нахо
дим шР) и т. д.

Для п-го приближения получаем уравнение:

d3 w(n'> п d 2w'n) , . . ,
- % г -  -  2 - ц т -  = 9<л> + № ! +  Р е »  ,

решение которого имеет вид:
„ (я ) /Мя) . /Мп) ± , п ( п ) . N  2/ , . At . (я)wr ’ =  C l ' +  C i' t  +  С\ е + - j - e  t +  -^-e + wp .

Здесь Wpn) — функция, удовлетворяющая уравнению:

Откуда:

d3 ш<л) d 2 win)
-£ 2  — =  <?(л>.d t3 dt2

t

d2 d w ^
E- =  2 p 4- 

dt2 d t  +
to

dw(n)
Гак как функция ■ dt нам неизвестна, то заменяя ее на из

<Ц,л-1)
вестную функцию — ~ —  и произведя частичное интегрирование
функции ? (л), запишем ( 10) в таком виде (п =  1 , 2 , ...)

d2w(pn) о  dw ^ ~ l) 12 ( d 2 w(n~ 1] 1 dw^n~^   ̂ r(n—i)
dt2 Z dt +  53 I dt2 2 dt

t \(П 1)

\ ^ d t .  ( 10)

dwIf*

Отсюда:

причем ■ dP{ =  0.

t t
dw1Л) Г d2 win> i n) С dwi")p

dt J  d/2 ^ J  dt
to

dt.

Постоянные интегрирования С)л) определяются из граничных 
условий.

3. Полагаем, что для материала пластины зависимость щ 
от е* имеет вид, показанный на фиг. 3. Тогда [1]:

1 _  и



Эпюра распределения интенсивности деформаций по толщине 
пластины имеет вид, показанный на фиг. 4, причем если:

еп = ^ Р * < е . , (12)

то по всей толщине пластины имеет место упругое напряженное 
состояние.

Учитывая (11) и (4) и произведя замену переменной в (7) 
по формулам

У З  е ,  У З  de.
z =  — = = s ig n a e j  , dz =  sign det ,

2 Y p x 2 у  P x &
получим

ei
f* /  e \ 3 У  3 d e ,

/ = 2  X I -  —  - E   _ J _.
J  V e l 1 8 P x У  P*

es
Проинтегрировав, будем иметь:

У~3\е3
I  =

8 Рх У  Рх
■=. \[2ец — 3) е2п +  l]

Фиг. 3.

Ф иг. 4.

/  =  0, если e n = - j — < А .
о

4. В качестве примера рассмотрим кольцевую пластину, жест
ко закрепленную по наружному контуру и нагруженную по внут
реннему контуру погонным моментом А1го.

Граничные условия имеют вид:
при t = t0: 1) Mrn) = Mro,



0,2 ОМ 0,6 0,6 f
Фиг. 6.

94



Используя эти условия, получим для постоянных интегриро
вания такие выражения:

С {3п) =  -
1

1 +  Зе
9R 2 e2t‘ М го 

ЕЪ 3
+

1 dwfpn) (0)

dt

d n) =  -  2Сзл) -  dw\ (Q), с!л) =  d n) -  < > (0 ) .

Найдя значения *\п), ■*2 ) и е\п{~1) по формулам (3) и (12), опре
делим напряжения:

1

( ± 4 - )  = ± - ^ Е 8

1 — 1 1  —

1 - Х  1 -

. . ( Л )  , . 1 „ ( Я )  )
х1 ' +  —  *2 I ,

„(И) I 1 „(я) \ *2 +  — * ! j .

Для пластины с размерами R =  100 мм, г0 =  20 мм, 6 = 1 ,5  мм, 
выполненной из материала, имеющего Е =  2,1 • 104 кг/мм2, 
Е '=  1,07 -1 03 кг!мм2, es =  2,45 - 10~3 и нагруженной моментом 
/Иго =  30 кг, был произведен расчет на ЭВМ «Урал-2». Результаты  
расчета представлены на графиках фиг. 5, 6 и 7. Здесь:

а/ г )  -w -
ш<°> (t„)|
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