
 

 

 
 
 
 
 

 

Л. А. БУЛЫЧЕВ

СТЕСНЕННОЕ КРУЧЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНОГО
ТОНКОСТЕННОГО СТЕРЖНЯ

Рассмотрим тонкостенный стержень с круговой осью, имеющий
открытый поперечный профиль. Предполагаем, что толщина стерж
ня мала по сравнению с поперечным сечением, а габариты сече
ния— по сравнению с радиусом кривизны оси стержня. Модули
упругости материала стержня могут быть переменными как по кон-
гуру поперечного сечения, так и по его длине. Стержень находится
н поле переменных температур. Внешние нагрузки — произвольные
поверхностные усилия и сосредоточенные на торцах обобщенные
силы.

Имея формулы обобщенных сил криволинейного стержня N. Мх,
Му и формулу для нормальных напряжений через функции обоб
щенных перемещений, можно получить следующие дифференциаль
ные уравнения упругой линии:
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Подставляя значения С-----— с, ; +—у В, т]-------9 в формулу би
Ро рд Ро

момента, полученную из естественных граничных условий, найдем
зависимость приведенного бимомента от функции угла поворота 1

'(Л)*  / ,

* Климов В. И., Булычев Л. А. Напряженное состояние тонкостенного
криволинейного стержня. Настоящий сб., стр. 103.

(4)

где

В^ = Вм — ха М-,у — у а (5)

Уравнения Эйлера для функционала в виде полной потенциаль
ной энергии термоупругой системы являются уравнениями равнове
сия в перемещениях. Если в эти уравнения внести значения обоб
щенных сил (18)*,  то они примут вид

Дг — N
Ро

1
— 2 -Му + <7х = 0;

Ро

+ — 0;

с1М_х Х-в.
Ро

(6)

Следствием естественных
ренцпальные зависимости

с1М~
~0г (

граничных условий являются диффе-

Ро (7)

с1г + 7^ = 0;

+

(8)
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Переходя к обычным обобщенным силам, принятым в теории 
криволинейных рам, будем иметь

1 ГЛ , Л—0‘ + 72 = 0.

<^Х
(1г

¿Му
(1г

(1г
(1Мг

Ро

+ дх = О,
Ро

(¿х + ту — О,

7у = О,
(9)

^Л-
(1г

— Мх + тг = О, 
Ро

— Мг — <2^4- тх = 0.
Ро

+
+
+

+

1

Уравнения (9) совпадают с известными уравнениями равновесия 
криволинейных рам.

Уравнение равновесия, относящееся к кручению (6), записанное 
и перемещениях, после применения формул (1) — (3) преобразует
ся к виду:

_1_

¿У
^Х(1 1
—■— -|---7Г\тг<1 + £/№>*) — В Ш* 11

Ро '-о
(Ю)

где
Мха — Мл — у л АС 

тга == — Ха 7у + 7л-;
Ьр<^ = ЬР — хатх — у а ту + <«£ 7г-

Из уравнения (10) следует как частный случай уравнение стеснен
ного кручения прямолинейного стержня, полученное в работе [2]. 
Для этого достаточно положить р0->оо. Стесненному кручению кри
волинейного стержня непременно сопутствует прогиб из плоскости, 
а потому характеризуется двумя функциями: 1] и О.

Уравнение (10) совместно с уравнением прогиба стержня из 
плоскости (3) и определяет стесненное кручение криволинейного 
стержня. Система уравнений стесненного кручения (3) и (10) сво
дится к дифференциальному уравнению относительно функции 
кривизны кручения у, = —- /? (и):

<1г

115



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

1

где

Полученное уравнение может называться уравнением
ного кручения криволинейного стержня с переменными
рами упругости в условиях неравномерного нагрева.

В случае постоянных по длине параметров упругости уравнение
(10) записывается в функции приведенного бимомента

В. *
-

Ро

стеснен
пар а мет

Go h P~d

— mZd - b pin*

Ро

О',,/*  Ра
(12)

После преобразования уравнения (12)
niv * л __ h\ h В— /г Pi/■Dur* 1 T (1 Ь) 2 U Çy 2

Po Po Po
О0 ЬК Г ,

-г ——--- — т* + ЬР + —
^0 ^тг Ро ту

/ ь р?/
Здесь Ь = -г-/— •

^0 Уо>*

Заметим, что между сен-вепановским крутящим моментом, би«
моментом и изгибающими моментами устанавливается зависимость

/И /тг„ лг, \
— + } • (]4)

Ро /ту Ро / ' '
¿Я
dz -ь-—

Ро

ту

bE0^i~
Pô

Здесь (-)!( Л4 v 1
Ро 1

7X1/ J ‘ У )« —~ Вы*V Ро / \ /ту Ро 7 Ро

поэтому можно считать,
лен производной кривизны кручения

что приведенный бимомент пропорциона«

Вы*  + ¿1 Q — --  Bq / \ Ро 7
Именно этой зависимостью пользуется В. 3. Власов [1].
В силу пренебрежимо малого различия формул (15)

уравнение прогиба (3) может быть заменено более простым

4 - —9 = 0.
Ро

(15)

(4)

2?^* £- f
^0 ■'со*

+

п

(16)
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Последовательность решения задачи состоит в следующем,
Отыскивается общее решение дифференциального уравнения

(13). В соответствии с зависимостью (4) записывается общее реше
ние для функции угла закручивания О. Первые три дифферен
циальные уравнения равновесия (9) определяют общие решения
для обобщенных сил IV, 0х, Му.

Подставляя общие решения для бимомента и обобщенных сил
/V, (¿х, Му в уравнение (12), получаем изгибающий момент А4Х с
точностью до пяти постоянных интегрирования. .

Крутящий сен-венановский момент выражается также с точно
стью до постоянных интегрирования по формуле (14).

Полный крутящий момент Мг есть сумма момента чистого кру
чения II и изгибно-крутящего момента = ВЫ. Учитывая зависи
мость приведенного бимомента (5), нетрудно найти бимомент В„ и
далее величину полного крутящего момента.

Обобщенный изгибающий момент Мх находится по формуле-

мх = мх + — .
СО __

Обобщенная перерезывающая сила фу определяется из уравне
ния (7). Равнодействующая потока касательных сил на ось Оу:
равна

0, = <Р,-^Н.

Таким образом, с точностью до постоянных интегрирования на
ходятся все обобщенные силы. Неизвестные функции перемеще
ний д, ц с точностью до постоянных интегрирования определяют
ся из уравнений (1), (2), (16).

Рассмотрим пример кручения тонкостенного стержня длиной
/ = р0. Одно торцевое сечение стержня жестко заделано. На
другом конце приложена перерезывающая сила и крутящий мо
мент (рис. 1 и 2).

Рис. 2.Рис. 1.

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

Кинематические граничные условия следующие:

С (0) = 0; | (0) = 0; Г (0) = 0; -/¡ (0) = 0; г/ (0) = 0; 0 (0) = 0;
0'(О) = О. (17)

Статические граничные условия имеют вид

^(+)=0- = I
) = о, W (-Í-) = 0, Мг = Poi (Л.) =0. (18)

Упруго-геометрические характеристики стержня получаются сле
дующими:

x-v = — 0,081 ¿7; ут=0; /г = 1; /гху = 0;
/тх = 0,556d3 ó; /ту = 3,52¿73 о; /Л = 1 ,5do3;

/ш* = 0,513d5o; A'd = — 0,278í/; Va = 0; <»>*==  0; ¿> = 10,9.

Для данных параметров стержня при граничных условиях (17)
и (18) обобщенные силы и перемещения имеют вид:

JV = O; Q?=0; M¡r=0; Q^= 1; = Ро;

— Л7+ = — 0,309-0,64ch jZF3 +0,309-0,83shУ~Ь 8;
Po
-L = - 0,306-807c’.i Vb ¡3 + 0,306-826 sh /Гр;

Po
Qy = ch УЪ p — sh Уb p;

= 1,012-877ch/Гр— K012-817sh/Tp;"
C(p) = Q; ?(p ;

~ rt (p) = 2,93-10“2 (p - sin p)- 0,887-10~2 (1 - eos p) +

+ 9,581-4-10“4 (ch У1 p- I) — 9 581-9-10-4 (sh /Гр - /Гр).;

0 (p) = 2,93-10“2 sin p + 8,87-10-3 (ch /У p - eos 8 - sh УЪ 3).

Графики прогиба и угла поворота построены на рис. 3 и 4. Там
же точками приведены экспериментальные значения.

Нормальные напряжения в сечении стержня находятся по фор
муле
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•де

У*  (s) =
1,1у, при х = 1, |у I «С 0,64

0 , при | х | С 1, у = О,
0,91 Зу, при х = — 1, | у | 0 86,

1,405у, при х = 1, | у | < 0,64
О , при | х | sc 1, у =■ О,

— 0,66 у, при х = — 1 | у | С 0,86.

Эшоры нормальных напряжений в сечениях (3 = 6° и (3 = 38° да
ны на рис. 5 и 6.

График нормальных напряжений по кромке стержня построен
на рис. 7. Точками отмечены экспериментальные значения нормаль
ных напряжений.
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Нормальные напряжения но кромке (х=— 1 ¿/ = —0,78) пропор
циональны бимоменту. Сравнение результатов расчета и экспери
мента дает оценку гипотез теории.
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