
ВОПРОСЫ ПРОЧНОСТИ ЭЛЕМЕНТОВ АВИАЦИОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
Межвузовский сборник, выл. 2 ,  1975

Г .Е .Белаш евский

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ
ОБОЛОЧКЕ С ЖЕСТКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

И сследуется напряженное состояние круговой цилиндрической 
оболочки, имеющей на боковой поверхности«абсолю тно жесткое вклю­
чение средних размеров некруговой формы. Рассмотрены растяж ение, 
кручение и действие на оболочку внутреннего давления. Приведены 
результаты  числовых расч ето в .

I .  Постановка задачи  и метод решения

Для описания возмущений, вносимых включением в основное на­
пряженное состояние (напряженное состояние оболочки без включе­
н и я ), используется  уравнение пологой цилиндрической оболочки [ I ]

+ = 0  , ( I )
г Де 4 *<.--------------,

р = \а/+ I Ф , СО = ’

Д  -  оператор Л апласа, К о -  п остоян ная , характеризующая 
абсолютные размеры включения, -  безразмерны е (отнесенные
к &о ) координаты точек срединной поверхности ( р и с .1 ) ,  К -  ра­
диус срединной поверхности , И -  толщина оболочки , у  -  коэф­
фициент П уассона, V  -  перемещение по нормали к срединной по­
верхн ости , ф  -  функция напряжений, через которую находятся 
тангенциальные перемещения оболочки , 17^ /  По линии спая 
оболочки с включением должны выполняться условия:

, Р е |£ | г =0 ,
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• (2)+ 1Л|г > + ^₽|г ~ Ц>,г
( и -  нормаль к контуру Г )

Здесь чертой сверху обозначены перемещения оболочки в основ­
ном состоянии, а звездочкой -  перемещения включения. Решение 
краевой задачи ( I ) ,  (2) строится методом возмущения формы гра­
ницы [2] , применение которого предполагает известным решение 
задачи ( I ) ,  (2) для случая, когда Г -  окружность. Такое реше­
ние получено в работах [3 ,  4-, 5] . Здесь используются результа­
ты работ [3 
р » 0

координат, 6] согласно которым в полярной систем^

V
ч  
А . *5 п 1

+ п %(р.9,л)

,¥6 ( р Ц
]-

где -  известные функции,
ведены в [б ] , Сп , б/л -  постоянные

выражения для которых пр^- 
интегрирования.

а о<

Рис. I
Пусть функция 

отображает внешность круга единичного радиуса на внешность конту­
ра Г . Выполнив необходимые преобразования метода возмущения 
и ограничиваясь в разложениях по малому параметру первыми двумя

 

 

 

  

 

 



членами, получим

Здесь

|г, 1 Д * й ,'н ^ |г

0 ,1  -  номер приближения)

1 рк р<»» к ьг г

(5)

(6)
получают 
с индек-

Выражения для функци М
ся из формул ( 3 ) ,  если постоянные С л , с! п записать 
сом и произвести 'формальную замену р , 0 на Ъ ,
Поправочные члены нулевого приближения р°= = О
Для первого приближения

, . Л . |  С/° о*-^1 12°+! +

, ц ;-ч Д -ь Д °
(?)

Выражения (7 ) ,  где Ц  , -  операторы метода возмущения, в
развернутом виде представляют бесконечные тригонометрические ря­
ды с постоянными интегрирования нулевого_приближения Сл , .
Перемещения основного состояния и .  , связаны с известными 
перемещениями соотношением

Здесь % -  угол между осью <?С и касательной к линии
У ^сол Н в  заданной точке (рис. I ) .  Перемещения щ , 17г  , 
можно получить, интегрируя однородные геометрические соотношения 
пологой цилиндрической оболочки. Для случая растяжения и дейст­
вия внутреннего давления
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а для кручения

= Ц, = О  ),
^  = - ^ 6 ( ^ 0 0 5 ^ + ^  51Л

(Ю)(Ю)

Постоянные О- , 6 характеризую т смещение включения по
нормали к срединной поверхности и поворот о той же
нормали. Выражения для , V // , и г" , Оф можно 
найти разложением правых частей  равен ств  (8 )  -  (1 0 ) в ряд по 
малому параметру £  , используя формулы

Удержим теперь в бесконечных рядах конечное число слагаемых 
П'л1ах = ^ т а х : ^ и  приравняем коэффициенты при одинаковых триго­
нометрических функциях в граничных условиях ( 5 ) .  В резу л ьтате  
получим совместные системы линейных алгебраических уравнений с 
постоянными интегрирования в к а ч еств е  неизвестны х. Сходимость
р ядо в , как показали р асчеты , зависи т от вида н агр у зк и , формы 
включения и его  разм ер о в . В наиболее неблагоприятном случае 
(кручение оболочки с прямоугольным включением) Птах = ^тах  =10.

2 .  Числовые результаты

После определения постоянных интегрирования по формулам для 
изгибающих моментов , М у  и усилий /*/г  , Л/ , У  у  ра­
боты (71 можно вычислить напряжения

Здесь  б'о -  напряжение, которое принималось равным У Н  
при растяжении оболочки силами /V , ^ / н  -  при кручении сила­
ми Т , -  для действия внутреннего давления интенсивное-
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Форма включения принималась эллиптической, квадратной и 
прямоугольной (с закругленными углами). В таблицах приведены 
максимальные на линии спая Г значения напряжений. Через А , 
6 обозначены размеры включения, Чо -  радиус закругления. 

Под ромбическим понимается повернутое на угол квадратное 
включение.

Из физических соотношений в силу того, что по линии спая Г 
тангенциальная £  ? и изгибные деформации -равны
нулю, следует

Выполнение равенств (14) подтвердилось расчетами, и на этом
основании значения , (5 ^  не приводятся.

В случае растяжения оболочки (таблица I)  и действия внут­
реннего давления (таблица 2) наибольшие эквивалентные напряжения
имеют место по линии спая оболочки с включением на внутренней 
поверхности. С ростом размеров включения изгибные напряжения 
растут, мембранные -  падают, эквивалентные -  почти не меняются. 
Эллиптичность включения мало влияет на величину напряжений, в

Таблица I

растяжение 
оболочки

Эллипт.вкл. 
йо = 0,5Са+ 6)

квадр. 
вкл.

ромбич, 
вкл.

прямоуг.вкл. круг, 
вкл.

Ь/аМ,3 (?0 =40го= 1,2а %=<з [3]

сГ 
и
3

№тахОх 0,33 0,33 0,29 0 ,51 0,40 0,44 0,33

тахб'г 1,32 1,46 1,60 1,95 2,16 1,64 1,46
г» т тах 0,69 0,72 1,15 0,93 1,58 1,41 0,72

та х 1,61 1,36 2,15 1,96 2,90 2,58 1,45

II
1 3

т а х  б г 0,60 0,65 0,61 1,02 0,72 0,75 0,62

та х  6 ^ 1,42 1,20 1,47 1,76 1,99 1,53 1,31

тахТ7<? 0,77 0,67 1,12 0,91 1,55 1,36 0,70

тахб~э ^ . 1,59 1,32 2,13 2,06 2,88 2,56 . 1,41

то время как квадратная и прямоугольная формы приводят к значи­
тельному увеличению гпах б'экВ «
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□ри кручении оболочки наибольшие напряжения действуют на 
внешней поверхности оболочки. Отклонение формы включения от кру­
говой приводит к увеличению т а х С ^ в .  Самые высокие коэффициен­
ты концентрации напряжений имеют место при кручении оболочки с 
прямоугольным включением. Поведение величины тахб^нем онотонно. 
До СО =1,5 значение тах б ’экй уменьшается, а,начиная с Ш =2,0, 
возрастает. Так например, при (V =2,0 для эллиптического вклю­
чения с V а  = 1 ,3 тах б ?кй =3,51, для квадратного включения 
т ахб э

+̂ = 7 ,45, для ромбического - т а к  ^ 8 = 8 ,7 6 .
Таблица 2

Действие 
внутреннего

эллипт. вкл.
Ко = 0 ,5 (а + 6 )

КВ8Др. 
ВКЛ.

ромбич. 
вкл.

прямоуг. вкл.
2 в = 10г.= 0,6М)

круг 
вкл.
[3 ]7давления

%Н,э ₽о=40г , = < ,2а % - Ч З 4/о = 1.3

т а х  0 х. 0 ,6 6 0 ,7 0 0,79- 1 ,0 0 1 ,18 0 ,9 2 0 ,6 8
т а х б "  / 1 .28 1 ,4 6 1 ,5 2 1 ,77 1 ,6 1 1 ,93 1 ,37

и т а хЪ Л 0 ,2 7 0 ,3 9 0 ,5 7 0 ,6 0 0 ,7 3 0 ,8 8 0 ,3 2
3 т а х б ',^ , 1 ,36 1 ,47 1 ,9 4 1 ,7 0 2 ,4 4 2 ,4 1 1 ,39

т а х С г 1 ,06 1 ,17 1 .2 2 1 ,1 5 1 ,62 1 ,5 4 1 ,12
ш т а х ^ 1 ,1 4 1 ,2 4 т , з з 1 ,47 1 ,41 1 ,6 5 1,20ь-ч 
II т а х Т Л 0 ,2 5 0 ,3 1 0 ,4 4 0 ,5 0 0 ,5 4 0 ,7 0 0 ,2 7

3 т а х С ^ . 1 ,5 9 1 ,61 1 ,9 2 1 ,6 4 „ 2 ^ -5 .... 2 ,2 7

Таблица 3

кручение 
оболочки,

ЭЛЛИПТ. вкл.
Йо = 0,5 (а  + 8)

квад р . 
вкл .

ромбич 
вкл .

прям оуг. вкл.
*о- 10 ге = 0,6 (а+о)

круг 
. вкл .

7« = <.з 5/а  = 1,3 Ро=40т. = 4,2 а %  = 4,3 6/а= 4,3 [ 3 ]

ш

О
II

э

т  а х 1 ,1 1 0 ,4 7 1 ,1 5 1 ,01 1 ,32 1 ,30 0 ,7 9
т а х ( 5 г

У 1 ,98 0 ,8 5 4 ,6 1 5 ,55 10 ,55 8 ,9 3 1,36

т а х Т ц р 1 ,31 1 ,82 2 ,1 3 3 ,5 8 3 ,2 0 4 ,8 8 1,38

т а х б ~ э к£. 2 ,7 0 3 ,1 5 6 ,1 8 6 ,2 0 10 ,2 4 11 ,17 2 ,4 0

ил

»—1 
II

3

т ахб х 1 ,72 1 ,07 2 ,5 2 2 ,8 4 2 ,5 9 3 ,4 2 1 ,40
т а х ^ 1 ,47 0 ,9 3 2 ,7 5 3 ,7 6 6 ,7 8 5 ,18 1 ,1 5
т а х * Ь ^ ' 1 ,3 3  . 1 ,59 1 ,8 3 2 ,8 8 2 ,1 1 3 ,7 6 1 ,31
т а х 2 ,7 7 2 ,7 6 5 ,4 2 5 ,3 1 7 ,8 1 9 ,2 2 2 ,37
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Распространение возмущения исследовалось на примере оболоч­
ки с квадратным включением. Размер зоны возмущений зависел  в ос­
новном от изгибных напряжений. Практически на расстоянии 1 ,5  Ра 
от линии спая напряженное состояние было невозмущенным.
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