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РАСЧЕТ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ ОБРАТНО СИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ

В статье [1] рассмотрен метод расчета сферической оболочки 
при произвольном симметричном нагружении, доведенный до 
практически приемлемых расчетных формул. В настоящей статье 
излагается аналогичный метод расчета сферической оболочки на 
случай действия произвольной обратно симметричной нагрузки.

х, у ,  z  — подвиж ная система прям оугольны х осей координат (начало координат 
на срединной поверхности сферической оболочки); 

ф, у —  криволинейные координаты точки срединной поверхности оболочки 
(ф-— полярное расстояние, <р — долгота);

R  —  радиус срединной поверхности оболочки;
S — толщ ина оболочки; 

и, v, w  —  проекции вектора • полного перемещения точки срединной поверхности: 
оболочки на оси х ,  у ,  2\

Е — модуль упругости  материала оболочки; 
р, — коэффициент П уассона;

N \ ,  N 2 — нормальные усилия;
.S’— сдвигаю щ ее усилие;

Q i, Q2 — перерезываю щ ие усилия;
M i, М 2 — изгибаю щ ие моменты;

Н  — крутящ ий момент;
Чх, q v, qz —  проекции распределенной поверхности нагрузки на оси х ,  у, г.

Принятые обозначения

— И2.
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1- Решение задачи об определении внутренних усилий и моме! 
тов в сферической оболочке при произвольном нагружении мож 
но свести к интегрированию следующей системы трех уравнени 
стремя неизвестными [1 , 3]:

V2a +  (1 +  iX )o =  Ф? +  i Q q,
dW
- ц -  +  Ш  ctg Ф +  ^  -  г

1 dZ 1 — i \  да 2 ([Д. — А)

dZ „ , . 1 dW  1 —г'Х
;г г  +  2 Z  c t g  ф  —  - т —  =  т

, О ф  Sin ф  (7ср 1

ф д<?
V

ф dcp 1 +г'Х sin ф дф

+ г'Х дф 
1 да

+

+

1 + /X
2 (ц. —А)

1 + /X

z,q ,ит

Ф иг. 1. Ф и г . 2.

Здесь

где, в свою очередь,
N = N X+ N 2,, X  = N x- N 2, Y='2S,

М  = М Х + М 2, U = M X~ M 2, V  =  2H.

Кроме того, в уравнении (1)

Ф, = - ( 1  + 1Д / ? ( ^ + ^ с 1ё ф + - 1 ^ )  + R q z, Q, О

Принятая система координат, а также положительные направ 
ления внешних нагрузок qx, qy, qz, внутренних усилий и моменто] 
показаны на фиг. 1 и 2 . -

2. При обратно симметричном нагружении оболочки комле! 
ненты поверхностной нагрузки можно представить в виде тригс 
нометрических рядов:



При этом правая часть уравнения (1) примет вид:
со

Ф 9 +  iQg =  2 (Ф ?п +  i 2 ?„)sinrtcp. (9)
/2 = 1

Здесь

Ф ?л =  (1 + [ а )  R  с ^ёф  ~~ sTiTip ^ ул )  ^  ^ У гп' ^ Чп =  ^ЦЦгп-

В соответствии с (9 ), общим решением уравнения (1) будет
ряд

ОС

о(ф. <р) =  2  OnOIOsinwp, (10)
/2 = 1

н котором функция оп(ф) удовлетворяет уравнению

In (°л) 4"" =  Ф?л 4” iQqn- (11)
Запишем его общее решение:

°л  =  °ол  4" a qn- (1 2 )

Здесь Одп — частное решение, о0п — общее решение соответствую
щего однородного уравнения

L  (оon) +  ib°on =  о. . г (13)
Воспользовавшись решением уравнения (13), найденным в [3] „

получим

ал =  i [ ( Л л 1 ^ „ 1)(/7„1+ ^ „ 1) +  ( Л „ а- ^ „ 2)(/7„2 +  ̂ л 2)] +  0 9л. (1 4)

Здесь
^Л! (ф) == <3л1 — ^^Л1 <7л1(Ф) =  *Л1 +  * ° „ 1 , (15)

Рп2 (Ф) =  °Л2 ^тл2) Цп2 (Ф) = - 'СЛ2 +  °̂Л2- (15)
Функции! оя1, awl и тП1, тл2 представляют собой действительные 

и мнимые части двух линейно независимых частных решений уЛ1 и ул2 
однородного уравнения (13) [3[:

. Улх =  ал1 4" i^ n \ i  Уп2 =  ° Л 2  4“ 1^п2- ' Г (17)
Лл1 , В п 1 , Л„2, В п2 — произвольные постоянные.

3. Переходя к уравнениям (2) и (3), записываем в соответст
вии с (10) и (8):

со оо

И7(ф. ?) =  2  \^л (Ф) Sin «ср, Z (ф, <р) =  2  -̂ л (ф)cos я?. (18)
п—1 Л=0

П одставляя (18) и (10) в (2) и (3), находим

^  +  2«7, c t g )  -  Z ,  =  ^  +  2- ^ >  R 4„ ,  (19)

^  + 2 г . с 1 е ф - ^ Г „ -  т г 1 ^ ” * + ? Т Т Т Г ^ * ;  Р ®
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Интегрирование этой системы приводит нас к решению 

^ ' п = - 2 s in 2tp [ ( а « + ^ « )  t g "  " I -  +  (c n + i d n) c \ . g n - Y  

~ ft2 I ( A »1 iBnx)(rnl+iSnl)+(An iBn2)(rn2 +  /$л2)] -\~W qn- (2 lj 

^ n =  2 s in 24< +  ^ я )  tg" ~ 2 --------(c h +  idn) ctg" ~ +
/

+   ̂ £2  \(An\ iBn])(kn\+i\>Tii) +  {An2 — i B n̂ {'Kn2 + i^n2)\]i +  Zqn^ (2S

в котором
г*1 (Ф) =  Sn\ +  Pn\i 5Л1 (ф) =  hnl + qn\, (23

£т(Ф) 2 (йф 1^ Ф  sin24, °«i)’ Ая1(Ф ) - 2 ( - ^ г ^ ф  — (24

Хл^ = 5-ПГф(°«>с^ Ф - ^ 1  М Ф Ь ^ ^ п ^ ф - ^ ) ,  (25

W Чп и Z ?„ — частное решение Неоднородной системы, которая полу 
чается из уравнений (19)—(20), если в них положить ап = cqn; ап, Ь„ 
сп, d n — произвольные постоянные. Значения функций rn2, s„2, g n2j 
hn2, >-n2 и рл2 вычисляются по формулам, получаемым из (23)—(25и 
изменением индекса 1 на 2. Это замёчание следует иметь в виду i 
для последующих аналогичных формул.

4. Располагая решениями (14), (21) и (22) уравнений (11) 
(19) и (20), легко находим выражения для усилий и моментов ис 
ходя из (4) — (6), (10), (14), (18), (21) и (22):

Ni = 2  АЛi„ (ф) s in /гср, N 2 — ' % N 2 (ф) sin дер, S  = 2  S„$)cosw p, (26
л = 1 n —1 п= 0

M i =  2  ЛМф^ШДер, Л42— 2  м 2л (Ф) sin дер, н =  2  Щф) COS дер. (27
л=1 л=1 ft=0

В этих формулах

АТ -  D  
1/1 _  2 R

j-. t (п  Ф I _ n  i-'+rr’1 , v  ^ 8

Wi« — 2 /?2 +  D n\hn\ +  Cn2g n2 +  D n2hn2)  +

(29



4- 2sin24i ~2~ 4- finoc lg,1_|_) 4- -^ ( M qn + U 4n), (31)

■Л̂2п =  2R ^ п\ п̂\ Ап2̂ п2 “Ь ВП2 ^2)

-  о т *  (■Ля0 tg" т  +  Вп0 ctg" " г )  +  <32>

Нп — —■ ■— 2 ^ — (ЛЛ1̂ л1 4" Вп^хщ 4* ЛЛ2̂ л2 4" Вп^пъ) 4“

+ 2iiW (Anotgn 4- - Впо ctgn 4-) + -rv<*' ■ (33)
причем

v ani (Ф )  =  £ т  4- 2/?л1, Рщ (ф) =  hn\ 4- 2^„i. (34)

Тл1 (Ф) =  (1—у) £п\Y 2pnl, °Л1 (Ф )  =  (1— рО Pni ~\-2qnl, (35)
Слг(ф) =  (1 — у) g n i  —  2аРл1, ^Л1 (ф) =  (1 — В-) Л«1 —  2<j.<7„!, (36)

С ni —  р Л л !  4 -  \ в п , D n\ —  * в пх X Д ц .  ( 3 7 )

Л„о, Вт, С„0, Dno — произвольные постоянные, введенные взамен 
ап, Ьп, сп и d„, причем

Л оо — — В оо, Соо =  ; 7?оо-

Значения функций N qn, M qn, X qn, Y qn, U qn и V qn определяются
из соотношений
и  , , м—А  М яп _ V— i^U qn  _  xvr v  В— i ^ V qn _  у

X q n  4 -  f X T -  -  a q n ,  X q n  J—  R  —  W  q n ,  I q n  x_  R  ^ q n ■

(38)
Для перерезывающих усилий Qi и Q2 будем иметь

оо оо

Q i=  21 <2т(ф)sinП<р, Q2 =  2  Q2«^)cosrtcp. (39)
л=1 л=0

Имея в виду, что [ 1, ,3]
А 1 - 9  д ( к  Х2 +  в2 ЛГх 1 - В 2 п ,

“  ~  1 + X2 <Эф [X  1 - (д 2 R ) \ + ^ X q x ,

п  -  1 — Н _£ . ( Д7 _  Х* 4- 92 _  1 — и2 п а
V 2 -  (1 X2)sin ф а<р Vyv 1 — (Д2 R ) \ + 1**ЧУ'

на основании (5 ), (6 ), (8 ), (26) — (29), (31) и (32), получим

С »  =  -  7 (1  | С »1 - щ -  +  ° П  - Щ - +  С » ! - j i j T  +  )  -

Л41л — — 27f (^ niT«i 4” ВтЬП\ 4- ЛЛ2Тя2 4- В п2Ьп2) +

<40>
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Qin
nD

=  — е т (С »1а«1 DnAni +  СП2&П2 +  Dn2zn2)

n (1 — fO t \ r  X* +  t** M 4n\  _  1 ~  t*2 On  
■ (H-X2)sin ф l - n *  R j  l  + X * 7̂y n- (4lj

5. Перейдем, далее, к определению перемещений. Д л я  этого 
воспользуемся уравнениями [3]

(1 +  и) R
£8 ( N x- N 2),

dv I j 1 ди 2 (1 + n) R сиС18 ф + _ _ _  = — ш — s ,

w  = ( 1 -  ц) R
2 £ 5

( N x +  N 2) — ( ^  +  « c t g 4 » + s l i ^  j g - ) .

(42;

(43

(44!

Записав

и  =  2 « п(ф)8тшр, w =  2®л(Ф)созга<р, w  =  2  (ф) sin ггср, (45!
— ' л = О  ’ л = 1л= 1

из (42)—(53) легко- получаем

щг - “ - с 'в Ф  + J E T
dvn , , , гс 2 (1 + н) Я  с_ _ п пс 1дф 4 - ^ ^ =   -----£5------- 5 Л,

(46

(47

W'» =  “  Т  Й ?  +  ctS Ф -  s l F f  *«) • <48sin ф

Подставим в (46) и (47) вместо N ln, Ы2п и 5 „  их выражения 
по (28) — (30). В результате интегрирования получившейся сис 
темы имеем

и (1 +  v ) D ( n  
п ~  EbR

da„ , Г) dXnx . r  dari2 . n  “ l«2
'n  4ф + ^«1 4ф 4-Ья2 ц  -ГЕ>П2 ц +

+  —2-gp  (Cn0z n +  ВлоУл) + -^{с*по ctg" -  +  £>л0 tgn'-J-) ЭШф +  И? л (491

V n  =  ' c i  it J in  .1, ( С л 1 а л 1 +  В л 1 'tfli +  C 'n ;  Ол2 +  Д д 2 T ft2) +EbR sin ф

+ (1 + д я
2 £ 5  

■ Зд есь

(Сло^л —АгоУл) +  -у- ( с *0 ctg"  D*no tg" Sin Ф +  Ц?л. (50

Ул =

г„ =

1
' 2л (л » - 1)

2гс (л—cos ф) 
sin ф — вшф ] ctg" -g- ,

1
2л (гс*— 1)

2л (л + cos ф)
sin ф • Sin[ф] tg•л_ 1  

2 ’

(51

,52

для п  >  2 и

У1 *  4 - [ ( 1 - со5 Ф)1п ^ ^ + 4 ( 1 - с° 8Ф ) - 1 _ ; оТ ?  - 1 (53
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?1=4- [(1+c°s ф) 1н t&l -  4  (,1+cos ф)+,i + хоз ф + 4  (54)

для п =  1 и я = 0;
Уо =  2г0 =  sin ф In tg 4 —  ctg Ф» (55)

Uqn, vqn — частное решение неоднородной системы, которая полу
чается из уравнений (46)—(47), если в них принять

В? щ N 2П — х qn 2Sn — У qn 
С*по, Dio — произвольные постоянные. При п =  0

С о о = - ^ о о ,

Используя выражения (28), (29), (49) и (50), по (48) найдем:

'Wn ЕЬR п\Рп\ DniQn\ + СпчРпч + Dn’iQnl) +
+  R  (Лло<5? +  в  по P i ) +  Wqn. ' (56)

В этой формуле

P i =  (n +  coscf>)tgn4 >  Q" =  (я—cosф) ctg"4  ■ (57)
для п >  2 и

Р\ — sin ф, Ql =  sin ф In tg 4 —  c tg ф,' (58)

Pi =  cost}», Q° =  — 1 — cosфIn t g 4  (59)

для n =  1 и /1 = 0 ;

A*    ̂ 1 H~ f* i n *  1 r~i* ,* 1 +  H Д
"0 2 n0 +  4E t>n(n *— \ ) U ™ ' ° n o  -  2 U no +  l ^ b n { n ^ )  L n 0 '

(60)

4 l °  4Eb~ P 10 Д о ), Вю  =  -д- (Д о  — Д о) +  34 4 r -(Cio +  Д о ). (61)2 ^ i u  w u ,  - r  16£a
/ * * ' V

Лоо =  В oo =  0#
для д =  1 и /г = 0 ;

=  2 e I  ’ N q n  - 2 ^  ^ Ч п и яп Ф +  £Т^-Л V qn., (62)™Чп-

6. В выражения (28)—(33), (49), (50) и (56) входят 6 постоянных
Л/jo, В  по, С по, Dno С по и D„o. Так как число произвольных постоян
ных не может быть более четырех, то между А„0, В п0, Сп0, D m),
Спо и Dno должна существовать определенная зависимость. Сопостав
ляя выражения для компонентов деформации s l5 s2, х х, х2, х и ш сре
динной поверхности оболочки, найденные по усилиям и моментам
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с одной стороны, и по перемещениям, с другой, придем к следую- 
щим зависимостям:

а я (« г—1 ) ( 1—в)Д г,» , (1- в 2)Д  г
о пО I 255/? яО* V i

и (п2—1 ) (1—ц) D , (1-В2)Р г, .
& nQ ^  лО 1 2 5 5 /? \ -1

для к > 2  и _

А о = ^ о =  (1 2дГ/?) Р  (С ы + А о )  (65;
для « =  1 .

Таким образом, независимыми произвольными постоянными буду1

Сло> DnoI СлО И Dno •
7. В статье [3] частные решения y„i и t/n* уравнения (13) был! 

представлены через пшергеометр-ические ряды, которые в случае 
очень тонких оболочек имеют -неудовлетворительную сходимость, 
Вследствие этого в практических расчетах целесообразно пользой 
ваться приближенными выражениями для у „ф и у п%, которые могут 
быть получены, например,'следующим образом.

П олагая

J0 Л'
Y sin  ф ’ 

находим
d H n 1 4 п 2 — 1 5

(66)

— А  I т„ =  0. (67)йф2 s in 2 ф 4

Приближенное решение этого уравнения, «затухающее» по ме-j 
ре удаления от верхнего края оболочки (гр =  сх, фиг. 3), получим 
пренебрегая изменяемостью коэффициента при тп [2]. Принимая 
этот коэффициент равным его значению при ф =  а, будем иметь 
взамен (67)

d H n  —  ( а „  — А ) т „  =  0 .  (6 8
о  ч

десь * _ * > ■ - >  5 да .
а '  ~  4  Sin! а 4 • 1 1

Проинтегрировав уравнение (68), придем к следующему выра
жению ДЛЯ Уп2-

Отсюда

Здесь

у „о =  е , " - (cos Р„9, +  i sin р„в). 
ysin tp

а„2 =  -^j===r cos > T„2 =  - ^ = L - s i n p „ 0 . (70|< VnV/o K IT - '»  :------ гVsin ф fsin ф

\ f  V a2n + l2 + a* 0 X
=  ф — a, a„ =  P --------- О--------- > Pa = 2a л
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Второе частное решение уравнения (13), «затухающее» при 
удалении от нижнего края оболочки ф = р , имеет вид •

е ~ упш
Уя1 =  ■ ,— -  (cosS nU) +  isin8„co).

' ysin  ill

Фиг. 3.

Отсюда

где

причем

т с гт  cos5»<*>’ Т«1 -  —;___> s in  ф "j/sin ф
sin 8яш,

(и =  р — ф, Тл
+  Х2+  Ьп

2?л ’

*л =
4л2— 1
4 sin2 р 4 ' 

Дифференцируя (.72) и (70) по ф, получим
da_.

аГф —  [Тп 2~с1ёф) °Л1 +  5 Л тлц

йф 2 Тл1 ^л °л1)

Я2

+  2 'Л2 Рл 1'«2»
d?T,Д2

=  — [ а п +  ~  c tg cp ) тЛ2 +  рл ал2. 
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