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И. С. АХМЕДЬЯНОВ

РАСЧЕТ СФЕРИЧЕ СКИ Х ОБОЛОЧЕК

Принятые обозначения:

х ,  у ,  г — прямоугольные координаты;
ф, <р —  криволинейные координаты точки срединной поверхности оболоч

ки (ф — полярное расстояние, ф — д ол гота);
R — радиус срединной поверхности оболочки;
В —  толщина оболочки; 

и, v, w ■— проекции полного перемещения точки срединной поверхности 
оболочки на оси х, у  и г ;

Е  — модуль упругости материала оболочки;
|х — коэффициент П уассона;

А 1 , А 2 — нормальные усилия;
S  —  сдвигающее усилие;

M i, М 2 — изгибающие моменты;
Н  —  крутящий момент;

Qi, Q-2 — перерезывающ ие усилия;
9 x i  9 у> Qz ~  проекции распределенной поверхностной нагрузки н а.о си  х ,у  и г .

ЕЬ3 R 3
Е> — 12(1 — ;л2) ’ i'-2 — 12 (I — р.2)-

д д д д 2 , д  , 1 д3
 ̂  ̂ ~  дф  ̂ до  ̂  ̂ дер ’ ^  д ]р2 с g ^ d'if sin 2 ф дер3

1п ~  Ц 3 +  c tg  + 'Щ Г  -  sin 2 ф +  1 •

Вопрос о расчете сферической оболочки при произвольном по
верхностном нагружении рассматривался в трудах [1, 2, 3, 4], одна
ко полученные результаты не были доведены до практически при
емлемых расчетных формул. Поэтому в предлагаемой статье изла
гается удобный для практических приложений метод исследования 
напряженного и деформированного состояния сферической обо
лочки (в виде сферического сегмента или пояса) при действии про
извольной поверхностной нагрузки, компоненты которой допускают 
разложение в одинарные тригонометрические ряды по углу <р.
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Приведем исходные уравнения изгиба сферической оболочки 
[5], положенные в основу работы.

а) уравнения равновесия:

N i , ; +  (А/, А 2) c t g  ф,'+] gin  ̂ 5  +Г Qi =  —  (1)

1
5  :+ 2S  ctg  ф'+  А'2 :+  Q2 — — Rqy, (2)

Q\— N \ A/2 :+  ^ 2 :+. Q\ ctg 6 =  — Rqz , (3)

M't +  (At, M2) c t g ф -f- H' — RQi =  0, (4)

H- +  2 H  ctg 6 -  RQ2 =  0; (5)

t б) зависимости между усилиями и деформациями:

Л'[ =  1"“  ^2 (£1 '+  Ps2). N2 = Y— Y  (S2 +  tA£l) ’ S =  2(1~+ р.) Ш>

Му =  £ > (* 1 ' +  u.x2), М 2 =  D (y .2 +  их,) ,  Я  =  П ( 1 - !х ) ( т ------------------- (7)

в) связь между деформациями и перемещениями:

si =  («•:+. а»), £2 = - x ( « c t g c { ) ' + . ^ r^  ' + . » ) ,

* ,  =  х » ь  ^  =  4 - ( &' с 1 ё ^ ' + 1 П Г ф ) -

т — ад" =  2л" ( и н у ' + - ^2 — ^2 c t§ Ф )> 

b i =  ± ( u - w ) ,  ( 9 )

г) уравнения неразрывности деформаций в усилиях:

+ »  -  

=  - ( i + r t / ? ( , ; 4 . ; ^ c t g « > : + : 4 t r ) .  (12)

Здесь
уу =  Л / ,+ А 2, М =  М, + .М 2. (13)
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Принятая система координат, а также положительные направ
ления усилий, моментов и перемещений показаны на фиг. 1 и 2.

Уравнения (1) — (5) и (40)— (12) представляют собой полную 
систему уравнений несимметричного изгиба сферической оболочки 
в усилиях. Преобразуем ее к виду, удобному для интегрирования.

Фиг. 1. Фиг. 2.

Для этого подставим выражения (10) и (11) в уравнения (3) „и 
(12). В результате преобразований получим следующие уравнения 
относительно N  и М:

(у2 +»1 ) У + 1^ . =  +  p)R( q' +,qx ctg ty + .J lL — Q.
1 +  {j. R \ x sin ф

(v 2 +! 1) м -  =  (1 + ! ?■) RN  -  (1 +i v) R 2qz ,
(14)
(15)

которые являются обобщением уравнений А. Л. Гольденвейзера 
[5] на случай нагружения сферической оболочки произвольной по
верхностной нагрузкой.

Введением комплексной функции
(j.— i\ ма =  N + jt
1 + у. R

систему (14) — (15) удается свести к одному уравнению 
у 2а +  (1 +: IX) а =  Ф? +;г'П? ,

в котором

(16)

(17)

ф? =  _ ( l  +1[Jl)^ ^ < 7; - l - ; ^ c t g '> - f ! _ ^ _ j  +  Rq2, a 4 =X R qz. (18) 

Далее, уравнения (1) — (2) и (4) — (5) после некоторых преоб-

(19)
разовании можно привести к следующему виду: 

А' +; 2 Х  ctg ф -Н ——  Y' =  F
Sin ф

Y ’ +|2Y ctg 6

U‘ -h 2i/ ctg ф +  

r\-H2Vctgc|> -

1
sin  

1- 
sin ф 

1
sin ф

X '  =  G, 

V' =  I, 

U' =  K.

(20)

(21)

(22 )
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В этих уравнениях

X  =  N1— N2, Y  =  25 , U =  М, — М2, V =  2 Я ,  (23)

с  ,  ( У -  W j J j q  .  Д Ц —  (25)
, (1 +  Л2) sin ф V. 1 — Р2 R J sin ф 1 +  X2 ^У V ’

2 (1 — (/ V -  —  Y— M — 2 ( 1 ~~|x2) Я 2?*, (26)
1 +  X2 (  1 —  fj.2 R J  1 +  *2 4X' V ’

L =  —

K  =  _  2 ( 1  — и-)/? / д , , _  Х » + Ц « Л / ^  _  jVT 2 ( 1 - 1 * » )  р2л

(1 + X2) sin ф 'i \ 1 — M-2 /? j sin ф 1 + X2 y v 7

Рассмотрим вопрос об интегрировании уравнений (17) и (19) — 
(22) для частного случая, когда компоненты поверхностной на
грузки представлены в виде тригонометрических рядов

СО ОО ОО

Ях =  2  Яхп О» COS п<?, <7у =  2  Яуп (Ф) si п /кр, q z =  2  Я™ " co s  (28)
л=0 л=1 л=0

и, следовательно,
00

Ф , - Ь Ш , =  2  (ф 9« -bi^VO cos п<р. (29)
/1=0

Здесь

Ф̂ п =  — (1 +  v )R (q ’xn +' ̂ лгп ctg ф + i~^~q ) + Rqzlt,V sin ф J

Qqn — XRqzn■

В соответствии с (29) общее решение уравнения (17) будем 
искать в форме бесконечного ряда

а 01». ?)  =  2  а" (Ф)cos ” ?• (3° )п=О

Подставляя (29) и (30) в (17), получаем уравнение, которому 
должна удовлетворять функция а„(ф):

1п(Рп) + !  /Ха„ =  Ф  qn ~Ь iQ q n  • (3 1 )

Общее решение этого уравнения:

а л =  а ()Л "bi aqn- (3 2 )

Здесь < v — частное решение; ао«— общее решение соответст
вующего однородного уравнения

(оол) +  »Хо0Л =  0. (33)

21



Полагая в уравнении (33)
oon =  ип s in «6 ,  

где ип — новая искомая функция, получаем:

ип+](2п  + !  l ) « „ c t g  6 — [п (п +  1) — 1 —  А] ип =  0.

. с Переходя в этом уравнении к новому аргументу х, связанному 
с ф соотношением

• 2 Ф х  — sin ——
2

будем иметь

л(1 - x ) d̂  + ;{п - b l ) (1 -  2х) ^  -  (п2 +>п -  1 -  А )и„ =  0. (34)
ах2 dx

Нетрудно убедиться, что решением уравнения (34) является 
функция и„ .определяемая равенством

“ . - S .  (35)

в котором т удовлетворяет гипергеометрическому уравнению [6, 7]

Частными решениями этого уравнения являются функции т, и т2:
Ч =  ?! +(№ ,. Т2 =  ? 2 +,/(02. (36)

Здесь

r i  =  i + i 2  *«■ *". (° i  =  2  М " .
m—1 т=1

?2 =  1:+: 2  M i  -  * )т > « 2 = i  M i  -  х )т>
т =1 т=1 \ .

причем ,
т (т  — 1) — 1 , X п

х т    а яг—1 4 : Рлг— Ьте2 то2
п т (т — 1) — 1 а X
Р т  =  —     Р т - 1    « т - i ,; ■*, •. т 2 тг

*о =  1. Р о = 0 -

Подставляя выражения (36) в (35), найдем частные решения 
ип\ и ип2 уравнения (34):

Ил1 —  ?л1 +  1 *«л1» Ч п2 =  ? Л 2  +! А „2-

Здесь, очевидно:
С?Лф1 d n6>1 , Ч rfnC02 *    , ф„0



Отсюда легко получаем линейно независимые частные решения 
уравнения (33), которые мы обозначим через уп\ и у„2:

Ум =  («Рм +1 *Ч и) s in " ф, у „2 =  (?П2 + 11соп2) s in "  ф*
или

Ум =  °л1 + i  гтл1 > Ул2 =  Зл2 4“ 1~и-2,
где
3Л1 =  ? м  s in " ф, тл1 =  сол1 s in " 6 , ал2 =  <р„2 s in "  ф, тл2 =  шл2 s in "  0 . 

Общее решение уравнения (33) запишется в форме:

а ол — Сп\Уп\ "Н^лгУлг»

где сл1 и с„2 — произвольные постоянные.

Удобно для дальнейшего вместо cni и сл2 ввести безразмерные 
постоянные Да, Вп\, Ля2 и 5 л2 по формулам

ся1 =  /(1 +'  А) ^  (Лл1 — г'Вл1), сл2 =  г(1 +;  А) ^  (Лл2 — г'Вл2)
/с-5

и записать:

3 0л =  [ И „ ,  iBn\)(Pn\  Ч~ iQn\) +  ( Л Л2 *43л2) ( / }л2 + 1  Й?л2)]  ■
R 2

Здесь
Рп\ +  iQn\ — (1 +  А)(0м +  гтл1),

так что !
Рл1 “  °л1 ^Зл1> Qn\ ~  ” л1 + | Х о „ 1 . (3/)

Формулы для вычисления значений функций р„2 и qn2 получа- •
ются из (37) изменением индекса 1 на индекс 2. Это правило рас
пространяется и на последующие аналогичные формулы.

Частное решение oqn будем искать методом вариации постоян
ных интегрирования:

°<т =  i [(Рл, — iR n\)(Pn\ +  iqn) +  (Рп2 — iRtaAp*» +  iQm)]- (38)
R 2

Здесь Рль Rm, Рп2 и R n2 — функции, подлежащие определе
нию.

Составляя уравнения метода вариации произвольных посто- ' 
янных, получим:

[р п 1 — iRm) уп\ +  ( Рп2 — iRni) Улг =  0, (39)

{Р'т -  iRni) Уп\ +1 {Р'пз -  iRni) у„2 =  ^  • (40)AU 1(1 +  1Л у

Определителем этой системы уравнений является вронскиан 
W (ф) решений у п\ и уп2 уравнения (33):

IV7 / ( \ * * ^ ( Л /l “Ь iB n)
W  (v )  — Уп\ Ул2 У«1Ул2 — : : *sin ф

Здесь
л ,  =  ( -  1 ) "  п \ [ Л < р „ ,  ( 0 )  -  В . „ ( 0 ) 1 ,
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Вп =  ( -  1)» л! 22п [Аып1 (0) +  В * я1(0)],

А — —  sin тс а0 ch к Ь0, В =  —  cos im0s/i к b0,
Т . 7I

X +  &о » 1 -| /  ' 1^25 +  16X2 —  5
0 ~  2Ь0 ’ 0 — “2 ” г ’ 2  ’

причем
<р„,(0) =  п!*„, юл1 (0) =  п\ рл.

Решая уравнения (3 9 )— (40) относительно (P„i — iRm), (Phi — 
— iR'ni) и отделяя в полученных выражениях действительные и 
мнимые части, будем иметь: v

Рл1 =  ~ г  [(^лал2 4“ Ьп̂ п2) Ф^я ( Л̂̂ л2 л̂ал2) ^?я] Sin б, (41)
С О

== “Z7 [(^ях/22 ЬгРпъ) ®qn “Ь {&гРп2 “Н^я^яг) SiП ф, (42)со

=  ~~ [(#/ia/zl H”i /̂zT/zl) Ф<7/г (̂ /ẑ /zl ЬпОп\) Qqn\ SIП ф, (43)со ..

Rn2 — -■ ~  1(а„тп1 — Ьпап1)Ф дп + 1  (апопХ +  ь пхпх) £2^] sin ф. (44)
с  о

Здесь
6 (1  - \ # ) ( \ А п +  В п) и „  - К В п - А п

1-1п-- % U П ------  СIn ———— ——  *
Х(1 + Х 2 ) ( д 2  +  в 2п ) Х А п + В я

Интегрируя, наконец, выражения (41) —  (44), получаем сами
функции Р л1, Rnl, Р п 2 и Р„ 2.

Исходя из полученного решения уравнения (31) и выражений 
(30) и (16), находим общее решение уравнений (14) — (15):

N =  (CniPni +  Dniqni +! Ся2Рл2 + '  Dn2qn2) cos п <р +, Я ?, (45)
/ г=0

м  =  — (1-+ |л) Д^ ](^ Л 1/»Л1 +  Ял1<7л1 +  Ап2рп2 '"Ь в n2qn2) cosn<?+]Mq. (46)
л = 0

Здесь -
C ni =  lx A ni + ,  Х В л1, D n \ —  (хВЛ[ Х Л л1,

ОО 00
N q =  ^N gnC O Sri-?, M q =  ^ ]M qn cosntp,

Л—0 я = 0

^?Л =  — (Unipnl +\Vn]q nl +  и п2р „2 +  Рл2<7л2)>

Mqn — n\Pn\ +  Rn\qn\ +>РП2Рп2 +  Р л2<7я2)>

U  n\ — [хРл. +  X P nj , Р л) =  р .Р л1 Х Р Л1.

24



Имея общее решение (45) —  (46) уравнений (14) — (15), нетруд
но получить и решение системы (1 9 )— (22). В результате будем 
иметь выражения для ,

X  =  N1 - N 2, Y  =  2S, U =  Mj -  М2, V =  2 Н.

Они совместно с выражениями (45) — (46) позволяют придти
к следующим формулам для'вычисления внутренних усилий Nь  
Л'2, S  и моментов М\, М2, Н\

СО ОО СО

=  У) A/,„cosn<p, N2 =  ̂ N on C osn y , S  =  ^  S„sinn<p, (47)
/г=0 /1=0 /1=1

oo oo oo
У] M ^ c o s n ? ,  M2 =  2  cos n ? ’ H =  2  t f nsinn<p. (48)

/г=0 /1=0 /1=1

В этих формулах

Я щ =  rye, (Cnigni ’Y'Dnihm + iC n2grn2 +'D n2hn2) :+,

+: ( Сяо ctg" т  +  Dno tg" t ) + i т  + 'х?я)’ (49)

N2n= (Cn 1&Л1 + ' D/*l?/*l “1“' СП2&п2 “Ь /̂/2^ 2)

-  - 2 ^ -  [Cn0 c tg” +  D„0 tg” i )  +  - i - (1Nqn -  Xqn), . (50)

*“*n =  РГ71 (C/zî /zl Dni^nx “I" “b
IK *

: + w ( c '“ c ,g " i - D" " ‘ e* i ) + : T v' -  <5 , >

Mln=  ^ (^nlT nl +;5л1§п1 +  -Лл2Тл2 +  Вп2Ь„2) +

: +  v d r  f  Л ” °  C t g -  4 -  + ,  в „ о  t g »  4 - )  +  4 -  ( M « ”  +  ^ ) -  ( 5 2 >zsin2̂  V  ̂ 2 ) 2

M2n=: (^nl^nl "Ь ^ni^ni “Ь An2̂ n2 “Ь ВпъЧпу)

-  — 1—  (Л „о ctg” 4 -  + Вл0 tg” 4 -)  + 4 -  (М,„ -  и Чп). (53)2 sin2 ф \ 2 2 ) 2

^ п =  ■— — И«1Хт  +  ВпРт  +  Л„2Х„2 +  Влг^лг) +

ф  W  (л « ctg" т  -  в»  ,е“ т )  + т  v-  (54)
причем

ёп 1 (Ф) =  2 (  anlctg ф -  ся1) ,  М Ф )  =  2 ( rnlctg ф -  (55)
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^щ(Ф) -  ё п  2р п\, л̂1(ф) — ЛП] +  2^л1, , (56)
Тл1<Ф) =  (1 — 'Аёт  +  2рпь  е«1(Ф) =  (1 — !*) hn  + l2qn , (57)

Ш  =  О — V-) ёт  — 2 ррп , У]л1(ф) =  (1 — i|i.) hnl — 2деп1, (58)

ХЛ1(Ф) =
2 п 2 пЫ  ctg Ф -  зл1), |*л1(ф) =  — —  (тл1 Ctg Ф -  тя1), (59)

sin ф лУ

Х<?,г 2 sin 2 ф V  qn

У ?» ==    f p  ctgre- 4 - G *  tg« - Ц  ,
2 sin2 ф (  S 2 «"* S 2 /

=
1

Vaa =

2 sin £ ф \ 9,1 

1

(60)

(61)

.(62)

(63)

F *qn= 5 (f ?« + ; Ggn) sin2 ф tgn - =  <% c ; r! =  ^ ( f G 9rt) s i n ^ c t g n- i -  Яф, 
ф° ф° (64)

4  =  $ ( 4  + ^ ) s i n № - f ^ ,  P ; , =  5(/9, - A V ) s i n ^ c t g ^ # ,  (65)
Ф

F g n =  — N' 2(1 — y)
I +  X2

X‘2 +  p.2 M
Фо

qnqn

Gqn =
sin ф

Nqn
2  (1 —  (J .)

1 +  X2
N.qn

1 —  [A2 R

_ X2+|*2 Mgn

2 (X2+  p.3)

I  qn  — M gn  +
2(1Ц*)'Я

1 +  X2 No

l - ^ 2 R
X 2 +  ц 2 M q n

1 +  X 2 

2 (X2y  p.2)
1 +  X2

Rqxn,

Rtfyn 1

(66)

(67)

I — .j.2 R

I S  ___  Я*\qn : ;
sin ф

2(1 - p) R ( N . X2+  jx2 Mon>
1 +  X2 \

2- f ^ p - R % n ,  (69)1 — [X2 P
ф0 — начальное значение угла ф; Л л0, В ло, Сл0 и D„0 —.постоян

ные интегрирования. При п =  0

4 о  =  А>о =  0 . Ою =  D00.

Для перерезывающих усилий Qj и С?2 будем иметь:

Qi =  j ^ Q ^ c o s n ? ,  Q2 =  V  Q2nsinncp. (70)
/2 = 0 /2 = 1

Здесь
D

Qln 2 (Gnl <3nl ~F Dni n̂l -f” Cn2 ~n2 ~F,Dn2 tn2)

k z i i  ( N q — _  L - £ Rqx
1 +  X2 \ 4n 1 _  JJ.2 p  )  1 _p A2 (7 1 )
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Q2n —
nD

.+

R2 sin ф 

n  (1 — p.)
Nqn- ^ '4 - [-1-2 МдП \ 1

; Rlyn-(1 +  X2) sin  ф V ' 1  — i>.2  R )  \-r \2 " ~ ,y ,‘ '

Перейдем теперь к определению перемещений точек срединной 
поверхности оболочки. И з выражений (6) и (8) находим:

(1 + \х) R
ЕЬ

_  2(1 +v)R

W— и c tg  ф ■
sin у

V  — V c tg  ф +
sin  ф Ео

(А/х — Л̂ 2), 

S.

Полагая, что

2 u” c o s n " ,  v =  V  u „ S in « y ,
П—О /1=1

(7 3 )

воспользуемся найденными ранее выражениями для N и N2 и S .  
В результате получим систему уравнений для определения ип и v„. 
П осле интегрирования этих уравнений будем иметь:

(1 4- ip D
EbR

(1 +  v-)R
2ЕЬ

vn =  —

, С щ  ° n i  4 -  D nl ~ni  4 -  С n.2 a„2 4 -  D n ^ ^ n i]  +

R_
2

-n 2

i t
2"■+: — (СпоУп +  Dnozn) 4- —  (c*o tg'1 — +  D^octgn-yr)sin(l; +  «*».

и (1 +  :->•) D

(74)

£ 0/? sin  ф
■ [ C n ° n i  +  D n l~nl 4-  Сл23 я2 4 -  D n 2^n2\ +

(1 4- Iх) R
; + : 2e C  (Cno Уп ~  Dno Zn) +  т  ( c ”° tgn D”° ct8'1 2 ) sin ф +l

c tg ” —

У« 2 n (n 2— 1) L sin ф

2я (n—  cos ф)

tg » .

2 n (n 2 Ф)

2n  ( n +  co s  4)  

• sin ф1

У1 =

для n >  2  и 
_1_

2

J
2

— sin Ф

— siri ф 

1 +  cos ф
(1 - m ^ ) l n t g  - i -  ; + . - f - . ( l  -  соэф) . . .

2  4  sm 2 <p

(1 + ,  cos Ф) In tg  4 --------   (1 +  COS Ф) +! ' +  1
2  4  \ sin 2 ф

У о =  Z0 =  sin ф In tg — ctg  ф

(76)

(77)

(78)

(79)

для n =  1 И n == 0.
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Перемещения a qn и vqil при любом п определяются формулами

и = (1 + v Y R fv ,  1 , .
qn ~  2ЕЪ [ Х ^  {ЦП 2 '+• C t 8 " l " ) S' " ( 8 0 )

(1 +  Д Р  / * tg „ Д _  _  у *  c tg * _±_} Sin ф; (81)
qn 2ЕЪ \л чп ' ь  2  ‘  ч п - - ь  2

где

Х*п =  ( Xqn+-YqnC t g " Яф, =  С * -|/Я 4 " tg« i (82)
 ̂ J  sin ф 2 J  sin ф 2  1 '  '

ф„ Y Ф. T
Для нормального перемещения w из равенств (6) и (8) находим

W =  (1 o J i ~ ' М  + (Л̂  -  ~ s (U' +  U Ctg ф +  4 -2ЕЬ  „ 2 \ sin ф
Положив, что

w =  2 w„ cos « ? ,  (83)
/2= 0

воспользуемся выражениями (73) — (75) и (45). В результате будем 
иметь:

w n =  ——-  (Сп1р п14-  Dnlqn 1 +  Сп2 р п2 ~Ь Dn2qn2) +  Р ( А по Р г  4-  B noQ '{ ) + w lin.
Е ь  R

(84)
Здесь

P\ =  (n +  cos 6) tgn у , Q" =  (n — cos ф) ctgn у  (85)

для n >  2 и

P\ =  — Бшф, Ql =  s ^ l n t g y  — ^ ф ,  (86)

P°i =  соэф, Q? =  — 1 — с0эф1п t g y  (87Y

для n =  1 и n =  0 ,  причем
.« 1 p . *   1 ' |Л____  p .  Q *  i p.*  1 4~_t*1____

A n 0= — 2 O „ o+  4 Eon (re2 — 1 ) и п0; Bn0=  2 Л̂го +  4 £ 5„ ( ra2 _ i )  n° ’

Д ю =  2 (O’io—Д о) + ! 16£5 (C jo +  Pio). fiio— — 4£ 6 (Qo — D10),

w,qn -

* * * 1 -J— P*
4̂oo Coo, Boo C00,

ctg ф - 4 у О , « .  (88)
2E o  2E b  sin ф

В выражения (49) — (54), (74) — (75) входят шесть постоянных 
интегрирования Апо, В по, Cno, Dnо, С„о и Dn0. Так как число по-
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формулы (7) ,  (9 ) ,  (48),  (52), (53), (54) с формулами (73), (74), 
(75), (83), (84). В результате получим:

А по —
п  (и -  —  1)(1 —  |j.) D

Впо '
п (п2

R
1)(1 -у - )Р

(1 —1^)0 
по +  2E b R  п0 ’

'  (1 -  д2)Р D
О«о + : п п „ и по

для п ^ 2 и

для п =  1.

А о  ~  А о
0(1 — |J.2)

2EbR

2 E b R

(С10 +, D]0)

Отсюда следует, что независимыми произвольными постоянными 
будут С„0, Dno и Со, О*о.

В заключение приведем результаты численного расчета сфери
ческого сегмента, жестко защемленного по краю ф =  |3и нагружен
ного нормальным давлением (фиг. 3).

qz =  — q sin ф cos у. (89)

Параметры оболочки: р =  20°, Х = 1 0 0 0  (что при р =  0,3 соответст- 
нует значению —  = 3 0 2 ,6 1 ) .  В соответствии с (89) будем иметь

Я i  =  Nn  cos у, 
=  Мп cosy, 

и =  м, cosy,

Я 2 =  Я 21 COS у, 
М 2 =  УИ21 cos у, 
и =  г»! sin у,

S  =  sin у, 
Я  =  # !  sin у, 
г» =  cosy.

Выражения Я ц , Я 2ь Si ,  Л4ц, Мгь Я ь ub Vi и Wi определяем по 
формулам (4 9 )—-(54), (73), (74) и (83) при значении п — 1. Входя
щие в эти формулы реличины Nq\, Mq\, X qu Yqi, Uqi, Vq\, uqi и 
fyi имеют вид:

1 - 2 ( 1 + ^ )
1 +  X2

qR_
3

«у/?sin ф, MqX =

2

2(1 +  у.) 
1 +  X2

qR2 sin ф,

sin ф +i

“qi = (1+1»)

v =

3£6 
__ (l+pQgR2 

ЗЕЬ

У?1=  _ ^ - f 2 t g 4 -  +

1

- T ~ t g 2 4
sm  ф 2 

2
tg'2 —  ,si n ф S 2 1

UV1 =  V7,! =  0,41
1, , 1 + cos У 3 ., , . vсозф1п —i  -(1 +.соэф) + : —

2 4 siny tg

1 i 1 +  co s ф 3  , 1 ,
1 — I n  +  совф ) + — — tg -2 4 sin ф
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о 

- 0,1 

- 0.2 

-0,3 

-СЦ 

-0,5 

-06
о s’ 10° is'v го’

Фиг. 4.

5/Д'*

4-Ю* 

эю'1" 

гю"  

н о '1" 

о

-HO'"

-210*
о  5 ’ ’ 10’ 15’ ч> г о '  

Фиг. 6.

Фиг. 3.

Фиг. 5.

2-10 5 

110'5 

о

110 О 5 ’  10' 15’  f  2 0 '

Фиг. 7.

2Н, / Л
!
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Так как все внутренние усилия и моменты в оболочке должны 
иметь конечные значения, то

С 10 — D l0 =  0 ,  C i  2 =  D j 2 =  0 .

Постоянные Сц, £>п, С*о и Dio находим из граничных условий:
1) и(р) =  0, 2) о(р) =  0, 3) ш(р) =  0, 4) & ,$) =  0.

Этим условиям соответствуют графики распределения безраз
мерных усилий, приведенные на фиг. 4 и 5. Пунктиром показаны 
значения этих усилий, вычисленные по безмоментной теории. 
На фиг. 6, 7 и 8 приведены графики безразмерных моментов и пере
мещений.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. В.  В.  С о к о л о в с к и й .  О расчете сферической оболочки. Доклады АН 
С С С Р, т. X V I, № 1, 1937.

2. В. В. Н о в о ж и л о в .  Расчет напряжений в тонкой сферической оболочке 
при произвольной нагрузке. Доклады АН С С С Р, т. X X V II, № 6, 1940.

3. В. 3 . В л а с о в .  Общая теория оболочек и ее приложения в технике. Гос- 
техиздат, 1949.

4. В. Г . Р е к а ч .  Расчет тонких сферических оболочек. Труды М ИСИ им. 
В. В. Куйбышева, в. 34, 1963.

5. А. Л . Г о л ь д е н в е й з е р .  Исследбвание напряженного состояния сфери
ческой оболочки, ПММ, т. V III, вып. 6, 1944.

6. Н. Н. Л е б е д е в .  Специальные функции и их приложения-. Физматгиз, 
1963.

7. И. С. А х м е д ь я н о в .  Интегрирование основного дифференциального 
уравнения изгиба сферической оболочки при произвольном нагружении. Труды 
КуАИ, в. X IX , 1965.


