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Вопросы прочности элементов авиационны х конструкций

И. С. Ахмедьяно!

РАСЧЕТ КРУГОВОГО КОЛЬЦА НА ПРОИЗВОЛЬНУЮ  
ПРОСТРАНСТВЕННУЮ НАГРУЗКУ

В настоящей статье рассматривается способ расчета плоскоН) 
кругового кольца постоянного сечения на действие произвольно! 
пространственной нагрузки. Способ основан на использовании ре
шений дифференциальных уравнений для перемещений точек осе
вой линии кольца, полученных с учетом ее растяжимости. \

Принятые обозначения

г — радиус осевой линии кольца; 
ср — угловая  координата точки осевой линии кольца; 

х ,  у , г  — подвижная прям оугольная система координат (начало координа 
на осевой линии кольца, ось х  направлена перпендикулярно плос 
кости кольца, ось у  по касательной к осевой линии в сторон 
возрастания угла с р ,  ось г  —  по радиусу  от центра кольца); 

и, v, т — проекции полного перемещения точки осевой линии на оси х ,  у
0 — угол поворота сечения кольца; 

р х , р  , p z — проекции вектора распределенной н агрузки , отнесенной к едини!
длины осевой линии, на оси х ,  у ,  г\  

гх , т , m z  — проекции вектора распределенного момента, отнесенного к едини) 
длины осевой линии, на оси х ,  у ,  г;

Qx , Qz — перерезываю щие силы в сеЧении кольца;
N  - продольная сила;

М к '  M z — изгибаю щ ие моменты в сечении кольца;
М  — крутящ ий момент;

В — ж есткость сечения кольца на растяж ение;
В х , В 2 — ж есткости сечения кольца на изгиб (относительно осей х  и z) \

С — ж есткость сечения кольца на кручение.

Оси х  и 2 предполагаются глазными центральными осям 
инерции поперечного сечения кольца.
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Основные уравнения для расчета кругового кольца 
на произвольную пространственную нагрузку

1. Рассмотрим круговое кольцо постоянного сечения, нагру
женное произвольной системой сосредоточенных сил и моментов. 
Предположим, что размеры поперечного сечения кольца малы по 
сравнению с радиусом осевой линии. Д л я  определения деф орм а
ций кольца, а такж е внутренних усилий и моментов воспользуемся 
дифференциальными уравнениями равновесия элемента кольца, 
записанными для недеформйрованного состояния (считаем дефор
мации кольца весьма м алы м и), и известными зависимостями меж
ду N, М х, М у, М г и перемещ ениями и, v, w,  0  [1]:

Qx +  rp x =  О,
_ \  , 9

М у +  М г +  п п у — О,

М г — Му  — rQx +  г т г =  О,

N '  — Qz +  г р у =  0, ,

Qz +  N  — rp z =  О,

Мх  +  rQz — г т х =  О,

N  =  4  (®' +  » )• ^  =  7 г  (v ' ~  w ")-

М у = М г ~  т т  (и "+  г 0 ) .

( 1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Е иг

Штрих означает производную по углу ф. П ринятая система' коор
динат, а такж е положительные, 
направления усилий, моментов и 
перемещений показаны на фиг. 1.

Уравнения (1)—(8) представляют 
собой совокупность 10 уравнений от
носительно 10 неизвестных Qx, tN ,
Qz, М х , М у , '  М г , и,  v ,  w  и 0 .
Эта система уравнений разделяет
ся нз две независимые системы.
Первая система, состоящ ая из урав
нений (1 )— (3) и (8), определяет 
деформации кольца «из плоскости», 
а вторая система из уравнений 
(4) — (7) — деформации кольца в 
его плоскости.

2. Решение уравнений (1) — (8) 
может быть сведено к интегрирова-
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нию следующей системы трех уравнении относительно трех компо
нентов перемещения и, v, w:

«vi +  2  t t 'v +  « " =  ^-(р"х — у-Рх) +

+  ■ * в 1—' К  +  ТГ W ' - x m ' J ,  (9)4Z
Г\

.. «vi _|_ 2 а 1У +  а" =  — _  (ур™ +  /?у) +

да" +  да =  (/?, -  р'в) -  о '" -  а '. (11;
Здесь

Bz Вх . П91
х =  V =  T2R-- ( 12С  ’ г 2В ■

Угол поворота сечения кольца 0  найдется при этом из соот
ношения

0  — Тг , jУГ l«,v +  (* +  2) и"] +  [грх + (* + 1) rny + т 2 ]. (13,
(х + 1)Г

Определив из уравнений (9) — (11) и (13) перемещения и, а, ш 
и 0 , можно вычислить все усилия и моменты в сечениях кольца,

Расчет кольца при симметричном нагружении

Применим приведенные выше уравнения для определения де 
формаций, внутренних усилий и моментов, возникающих в кольщ 
при симметричном нагружении. Не нарушая общности, можно счи 
тать, что' нагрузка симметрична, например, относительно сеченш 
Ф = 0 .  Пусть нагрузка представляет собой ряд сосредоточенны: 
сил и моментов, приложенных в некоторых заданных точках oci 
кольца и находящихся в равновесии с распределенными силам: 
рх, ру, Pz и моментами т х, т у, m z: ,

Рх =  2  Рхп COS «ср, р у =  2  /?ул Sin шр, 
л =0  л = 1

(К
Pz == 2  pzn cos «ср,

п=0

т к =  2  ^.«sinrecp, т у = ^  т уп cos«cp,
/z=l л=0

оо

«гг =  2  m*n sin«cp.

(15

-

/1=1
7в



Обратимся к интегрированию уравнений (9) — (11) примени
тельно к рассматриваемому случаю нагружения кольца.

Начнем с уравнения (9). Подставляя сюда вместо р х, т у и т г 
их выражения из (14) и (15), получим

иу\  +  2 m’v +  и" =  — ~  р х0— г3 (грх1 + т у1 + т гх) cos ср—

гз 00 *
— R- 2  [(*4- «2) гр хп +  д2( х + 1 ) т уп+ п ( у .+ п 2) т гп] cos гаер. (16)

г  п = 2

Общее решение этого уравнения имеет вид: 
и  =  Д  s in  ср +  А2 cos ср +  Л3ср co s  ср +  Дер s in  ср +  Дер +  Д  —

-  ? 2 — (Х 8 ^ '  Г3 (гРх1 +  т я  +  'Р2 cos ? +'г
гз

п — 2
+  Н - 2  { а - п г р х п  +  $пт у„ +  T««^)cosrecp. - (17)

D z  п  =  9

Здесь '
-А +  Л 2 р X. +  1 X  +  П ~  /  1 Q \

П ~  П2 ( п 2 —  I ) 2 ’ Р" _  ( п 2 —  I ) 2’ ~  п ( П 2— \ ) 2 ' ‘

А ь ..., А е — произвольные постоянные.
Д ля  определения угла поворота сечения кольца подставим в

(13) выражения (17), (14) и (15). В результате получим

0 =  - r ( A  +  7 T T ^ ) sinc? +  T - ( A - ^ f - [ A ) c o s c p  +

+  -у- ( A ? cos ? +  A ?  §in ?) +
ft

( х + 1 ) / - 3 Г 2 ч х г 2
Ч Рх о 4- щ  т у0+ ( i ' + 1 )В  m y ic o s ?  Ч-

у_р 2 А   ^ I 1 \
Ч- 4g j i r p x i + m yl4+ m n ) —  cos ср—2 ср sin ср — —— ср2 cos ср ) +

2 °°
+  g -  2_(Рл/Т?,я 4- 8лт ул +  ^nm z„) cos «ср. (19)

г  л = 2

В этой формуле
Й  . 1 +  х л 2 ^   л  (х  -f- 1) /ОГЛ

~  (ЙПЕ1  1)2 ’ '■» -  (И2  !)2 • \  \z v >

Н айдя перемещение и и угол поворо4а 0 ,  можно воспользовав
шись формулами (8), определить моменты М у и M z:

2 В ,  В



* +
TTf /гаУ1 sin cp -  -J- {rpxx + m yi +  т гх) ( ^ - }  sin cp +  2 ? cos cp)

- r % rp™+; ^ - ^  p *
/2 = 2

2B.
M* =  (-^ : - fy r2 (A, sin ? — A 4 c o s  cp) -  r2p xо — r/raУ0

" b i COS(p +  i ~ ( r P^i +  OTyi +  m ^ ) ( T T l cosc? - 2 c? sin r'?) +
oo

+  r S  (22
/2 = 2 . •

Перерезывающую силу Qx найдем из уравнения (3) по (21) 
(22) и (15):

оо

Qx = ^-3A 5 — rpx0cp~ r ^ - ~ s \ n n c p .  (23
/ 2  = 1

2. Обратимся теперь к уравнению (10). В рассматриваемо» 
случае нагружения кольца оно примет вид

v vi  +  2 v ’v + v"  =  — (1 g ^ ) r 4(pyi — p^)sincp —

3 ° °
— тг ^ [ { \ + ' ^ ) г р у п - - п ( \ + ш 2) г р гп + {п2— \ ) т хп\$\пп<р (24

D x  п —2 1

и будет иметь следующее общее решение:
v = В х sin ср +  В 2 cos ср +  В 3<р cos ср +  В ^  sin © +

+  В5ср +  В 6 -  (- -+в^  г4 (рух -  p zx) ср2 sin ср +

Здесь

3
+  тг~ 2  (-Цпгруп — АпГРгп +  рпШхп) sin «ср. (25

° х п=2

_  1 + УЛ4 ] 1 + v/г2 1 /ос
~  й 2 (/г2 — I ) 2 ’ л — п (п2 — I ) 2 ’ i1" ~  п 2 (п2 — 1) ' ‘ 0

В ь В6 — произвольные постоянные.
3. Н а основании (25) и (14) уравнение (11) для радиальноп 

перемещения w  запишется в виде
w" + w  = 2В 3 cos ср +  2В 4 sin ср — В 5 рго +

,, (3 — v) г* . . ( l + v ) r 4 , ч
+  4В х  (р У' —  Р * $  C0S ?  -  — 2~ВХ ' ~ (/?у1 ~  ^  ® S in  ?  +

, г* V  Г Н » л !  1 + V . , т х п  1 , 0- 7

+  в-х Z  / Г ^ Г Т )  г р У" “ Й П П  ^ +  —  C0SЯ<Р- (27
/ г = 2  L v 7 J
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Общим решением этого уравнения будет

w =  С) sin ® +  С2 cos со +  В 3ср sin ср — Д4® cos ср — В 5+  ^р- р г0+

+  (I (РУ1 -  Ргх) 9 sin у +  -(-Ц £ - ~  (Pyi -  Pzi) <P2C0S у +
оо

+  5 - 2  (—Хлг р ул +  ^лГPzn — £л/я,„) cos гаер. (28)
'г ■ л=2

Здесь

V« =  („2_  1)2 > „ (Л2— 1 ) ’ ,

Сь С2 — произвольные постоянные.
4. В выражения (25) и (28) для перемещений п и  w входят 

8 постоянных (В\, ..., В 6, С i и С2)- Так как число независимых по
стоянных не может, быть более 6, то В ,,..., В 6, С\ и С2 должны
удовлетворять двум определенным соотношениям. Д л я  установле
ния этих соотношений найдем по ф о р м у л ам '(7 )  выражения для 
продольной силы N  и изгибающего момента М х, исходя из (25) 
и (28). П одставляя эти выражения в уравнение равновесия

М к +  r N '  =  — г2р у +  г т х, 
которое следует из (4) и (6), легко находим, что

С\ =  Д 2 ' j--у v В 4, (30)

С-2 =  — В г —  Г Т Т 5 з + '4 ( 1  + v] b x ~  Ргi) +

+  (1 + v)Bx (rP n - m *J- (31>
5- Установив соотношения (30) — (31), по (25), (28) и (7) 

получаем следующие формулы для вычисления N  и М х:
'  2 В х  *

N  =  (1 +  v)r3 (5 з cos ср +  В 4 sin ср) +  г р го +  ч

+  Г Т +  (г Р п  -  т*\) cos ср +  \  ( Р у 1 -  Р г i) ' ( p = - J  cos ср -  2ср sin ср) +

+  <• У  C O S (32)
п = 2

=  —  (1 + g vV 2 {B[i C0S ?  +  A  s i n  ср) +  Д 5 +

+  Г Т Д (гРп -"1хх)  cos ср -  (pyl—p zl) cos ср -  2 ср si n ср) —

оо *

' VT ГРчп— ПГР?п + (П2— \ ) тгп
- г 2а ~ ■ п ^ - о — — cos « р - (33)

п = 2
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Перерезывающую силу Qz найдем из уравнения (6) по (33) и
(15):

2 Вх
Q  =  - ( n r ^ ) 7 ' 3 ( f i 3s incP-^4CO Scp) +  m ^ s in ?  +

+  n ~ v (rPy 1 -  m*\)sin 9 -  -J- (Py 1 -  Л 1) ( п р т  sin ? +  2 ? cos <P) -

00

P y n  ^ P z n  • / n i l

2 j я » - 1  sin/t<P- (34— r
n = 2

6 . В качестве примера рассмотрим 
кольцо, к которому в сечении <р =  j 
приложены сосредоточенные силы Р ж, 
Я2 и крутящий момент Муо (фиг. 2 ), 
уравновешенные распределенными си
лами (14) и моментами (15). В этом 
случае произвольные постоянные Л*| 
и Bi  могут быть определены сравни! 
тельно просто. Ввиду симметрии на-1
гружения распределение величин щ
w, 0 ,  N, М х и М г по контуру кольца, 
будет описываться четными относи-, 
тельно ф функциями, а распределение 
v, Qx и М у — нечетными функция-; 
ми. Поэтому в формулах (17), (19), 
(21):— (23) следует положить

■̂ 1 =  -^з =  ^5 ~  0 .

По той же причине в формулах (25), (28), (30) — (34) должно 
быть

В о —  В 4 —  В с  —  0 .

Остальные постоянные определяются из граничных условий 
Д л я  упрощения вычислений целесообразно вместо всей совокуп
ности нагрузок (Рх, Р г и М уо),  приложенных к кольцу, рассмот
реть каждую из них в отдельности и затем воспользоваться прин
ципом наложения. ,

Начнем со случая, когда

= 0, P z =  0, М уо =  0 .

Из условий
и'  (тс)» =  0, v  (тс) =  0, w '  (тс) =  0 ,

Qx (тс) =  ~  Р х, Qz (тс) =  0, М у (тс) =  0
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находим

Рх о =  — gУг Р х ' r Рхх myl mzi ~  Т~ Р х ' Pyi PZ1
. _  (Зх + 1 ) Л3 „ D _  п _  Г,
4 — 4пВ~ х' 3 ~  5 —

Пусть теперь
Рх =  0, Р г ф  0, тИуо =  О.

Тогда условия
и' (тс) =  0 , v  (к) =  0 , w'  (л) =  О,

Qx (*) =  о, Qz (тс) =  — Y  р *’ Му  (тс) = 0 
позволяют получить

Рх0 =  0, грх 1 +  Wyi +  m z! =  0, Ру\ ~  Pzi =  ~  ~Г Р г -

А = о, в3 = в5 = - ^ - р г.Г3
' 5 "" ~2^17

Если Рх  =  0, Рг  =  0, Муо=+0, то используя условия 
и' (тс) =  О, V (тс) =  о , W'  (тс) =  о ,

Qx (*) =  0, Qz (тс) =  0, Му  (тс) =  -А  А/у0,
найдем

P xq =  0 ,  Г Рх  1 +  т ух +  т г\ — —  Муо ,  Рух Ргх — О,

Во всех трех рассмотренных случаях постоянные А 2, А  и В\,
соответствующие перемещению кольца как твердого тела, остают
ся неопределенными.

Расчет кольца на обратно симметричную нагрузку

1. При обратно симметричном нагружении распределенные силы 
Рх, Ру, Рг и моменты т х, т у, m z можно представить так:

оо оо

Рх =  2 Рхп sin тР, Цу =  2 Руп cos лер,
л=1 п — О

оо

Рг =  2  P z i i S i n w p ,  ( 3 5 )
Л=1

оо оо ^

т х = У} т хп cos лер, лгу =  2  /nynsinn<p,
п =0 /1—1

оо

Л7г =  2  Л?г« COS Л<р. ( 3 6 )
/2=0
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Тогда, в соответствии с (35) и (36), решение уравнения (9 
будет иметь вид:

и =  Д  sin ср +  Д  cos ср +  Дер cos ср +  Дер sin ср +  Дер +  Д  —
(* + 1)Г38Вг (грХ1 +  т У1 -  о т Д ? 2sin ср +

Г 3 °°
Т- Jf- У  {а-пГРхп +  рл/Пу/г —  l nmzn)sinrio. (37

Здесь Л6 — произвольные постоянные; коэффициенты а„
Зл и 7 ,г вычисляются по формулам (18).

Далее, по (13), (35), (36) и (37) получаем

н  =  -у- ( А  +  “ Д  Д )  sin 9 +  - L  ( Д  -  Д )  cos 9 +

1 УН" ̂
+  —  (Д т с о э ф  +  Л49 sin 9) +  (у + 1 )дг Фу1 sin 9 +

+  ITT- (r ^ i  +  " b i  — Г-—”  sin ф +  29  cos 9 — t - i  cp2sin ср’) +
4£Л +  1 2 Y. /

+  тг 'У. (РпГРхп +  ЗлОТу„ — Сл/пгл) sin П'З. (38

В этом выражении коэффициенты 6Л и имеют вид, опреде
ляемый формулами (20 ).

Располагая выражениями (37) и (38) для и  и 0 ,  по формулам (8) 
находим моменты М у и М 2 и, далее, по (3) и (36)—перерезывающую 
силу Qx:

2 В ,  В 7
У И у =  (У. +  I )7 2 ( Л 3 C 0 S  ?  +  Д  Sin 9) ^  Д  +  j

+  ТТЛ ШУ\ cos 9 +  у  (rpxl +  т п  -  т 2Х) cos 9 — 2? sin 9 ) +  )

■VI rprt, + n2m„„ — nm,„
+  r  2   n  (7P~- T )  C 0 S  ^

n = 2

2 В xr
yW* =  (x  +  i ) f 2 ( Д  sin 9 -  Д  cos 9) -  m yx sin 9 +

#■

+  +  Wy l — »!„ )(  ~ ^  ] Sing +  29 COS 9) +

—  nm,„
+  r  Z i  - „ » _ i ------ — s i n «9 , (40)

, 72 = 2
00

Q* =  Д  +  "Ли +  r 2  Л Г  C0S
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2. Обратившись к уравнению (10), исходя из (35) и (36), на
ходим его общее решение: '  1

v = Bi sin ср +  В2 cos ср + В 3ср cos ср +  В Аср sin ср +  В5ср + В 6 —

Для коэффициентов ч\п, Хп и р.я имеют место формулы (26) 
В\,  ... , В 6 — произвольные постоянные.

Выражение (42) совместно с (35) >' позволяет найти решение 
уравнения ( 1 1 ):

w  =  C xsin ср +  С2 coscp +  5 3<psin ср — в л ср coscp — Bs +

Здесь С х и С2 —- произвольные постоянные, а коэффициенты ф я 
и сл определяются формулами (29).

Д л я  постоянных С] и С2, поступая как и в предыдущем случае 
симметричного нагружения кольца, можно установить следующие 
их выражения через В ь В 2, В 3 и В±.

~ 2 ^ 7  ( гр уо -  т хо) ср2 -  (Ру1 +  Рг1) ср2 cos 9 +

/*3 °°
+  2  (Т1пГрУп +  +  У'пТП'Хп) cos гаер. (42)

—  .у  /7г1) cp2Sin ср +

оо

(44)

(45)

Далее, используя (42) — (45), (7), (6 ) и (35), находим:

2d г 1
N  =  (1 + v)r3 cos ср +  В А sin ср) -  j - j —v (rp yl -  m xl) sin 9

00

s in /19, (46)
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м х = 2 В Х г ,  х В Х- 2( 5 3 coscp +  sin ср) +  В 5(1 +V),

г (гРуо — т х0) 9 — (r p yl — т Х1) sin 9 +

+ ^ ( P y i  + Pzi) ( f ^ ~ s i n  9 +  2? cos 9) +
00

r P y n  +  n r P z n  +  ( n 2 - l ) m x n

Q z

- 2
л = 2

2Br

-  sin « 9 .

(I + *)Г»

ГС (n2 J- 1)
f r

(B3 sin 9 — 5 4 cos 9) +  r  Руо +  /Ид cos 9 +

(47

+  ГТД (r ^ yi ~ ------- cos 'P-----г  (Pn  +  Ря)  ( г д д  cos 9 — 29 sin 9 j —

J ]  #|”.,+Д " «»«?. <«—  r и2— 1

3. Рассмотрим частный случай, ког- 
да к кольцу в сечении <р=я приложен? 
обратно симметричная сосредоточен^ 
ная нагрузка в виде силы Ру и момен
тов М хо и М го (фиг. 3), уравновешен
ных распределенными силами и мо
ментами, определяемыми разлож ения
ми (35) и (36). Легко убедиться, что 
в соответствии с характером нагруже
ния кольца в выражениях (37) — (41) 
необходимо принять

А2 =  А} =  =  О,

а в формулах (42) — (48): 

В\ — &з = В 5 =  0 .

Остальные постоянные легко найти из граничных условий. Р а з 
берем следующие три простейших случая:
а) Р у ф О ,  АДо — 0, М го =  0.
Из условий

#(тг) =  0 , Щ>(тс) =  0 , 0 (тс) =  0 ,

Л/(я)=1 А>„ мх(к) = 0, Afz(я) = о
находим

г Р у о - т Хо =  ~ - ^ Р у, г р п  +  т п  — т гх =  0, р п  +  р гх =  —  Р у,
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б)
Услозия

TV(tc) =  0 , М х (к) =  у  Mxoi Ж г (тс) =  0 .
дадут

г Руо — т х 0 =  — ^  7W,0, +  т п  — т г1 =  0 , р п  +  р г1 =  О,

Д  = Д  =  0. 734 = 2л£ 7Ил-0;

в) Яу =  О, Мхо —  О, МгоФ О.
Используя условия

и  (тс) =  0 ,  w  (тс) =  0 ,  в  (тс) =  О,

N  (тс) =  О, М х (тс) =  0, Мг  (тс) =  -Д  7Иг0,

находим

г р у о — Шхо =  0 , r p x i + m n — т гх =  —  —  М г0, p y i + P z i  =  0 ,
\

Д  — Д  = 2nBz ^ z°’ =
Во всех трех рассмотренных случаях постоянные Л ь В2 и 7?б 

остаются неопределенными. Д л я  их вычисления необходимо за д а т ь  
перемещение кольца как  твердого тела.
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