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РАСЧЕТ КОНИЧЕСКИХ ТОНКОСТЕННЫ Х  
КОНСТРУКЦИЙ ОТКРЫ ТОГО ПРОФИЛЯ  

С П ЕРЕМ ЕННЫ М И  ПАРАМЕТРАМИ УПРУГОСТИ  
ПРИ Н ЕРАВНОМ ЕРНОМ  Н А ГРЕВ Е  

Основные допущения и геометрические зависимости

Рассматриваются конические тонкостенные конструкции от­
крытого профиля в предположении произвольного изменения по 
сечению и длине толщины, параметров упругости и температуры. 
Конусность считается малой. Начало осей координат совмещено 
с вершиной конуса. Ось г  направлена перпендикулярно корневому 
сечению, а оси х, у направлены произвольно.

Если уравнение контура поперечного сечения z =  I будетx = x(s) ,  
y —y(s)> то уравнение срединной поверхности конического стержня 
(фиг. 1) примет вид:

X  = ^ -x (s ) ,  V = у (s), Z =■ z. (\у
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Коэффициенты первой квадратичной формы будут равны

А =  I. (2)
Здесь принимаются те же допущения, что и в теории цилиндриче­
ских тонкостенных стержней [1]. Неизменяемость контура (е г = 0 , 
х 2 =  0) , отсутствие сдвигов в срединной поверхности (yzs =  0) и ма­
лость деформаций изгиба в продольном направлении (xi =  0) .

На основании формул общей теории оболочек получаем 
д и  j )  I _ l_  dw v \

дг  \ г й  /? 2/е, = д г ’
I (3)_  / ди  д /

ẑs ~  ~  ~ds 1 - ~ Г  ~dz V 
Перемещения произвольной точки М сечения z (фиг. 2 ) :

=  £(z)— Y-Q(z), т]м =  7)(г );+ ; Х -в(г).  (4)
Тогда перемещения по касательной и нормали к контуру, с учетом
( 1) ,  выразятся так:

v =  — ^ (z )----- ^ y (s )-0 (;z )]-s in J3 ,+  [к](г):+ -^ -x (x ) -0 (a:)j-cos р,

w =  [ i ( z )  ^ -y (s)-0 (z )]-co sf5 :+  [ t j ( z )  l+ ;^ -A :(s )-0 (z)J-sinp.

Подставляя эти значения в формулу для деформации кручения 
и учитывая равенство:

(5)

“ I n " 1 “ Г  Т Е Г *  7 5 -  =  * '  =  - s i n ^ -  7 7 Г = У '  =  С 0 5
cly

dsi

получим

*3 =

ds ’ ds

(7)

ds (6)

Перемещение по касатель­
ной (5) с учетом зависи­
мостей (6 ) запишем в

виде:
v =  Ъ-х'.+^-у 

+  - f 0 -r(s),

где
r(s) =  - 

=  х-у'

(8)

ф г) =  

У *' .  (9)

Н а основании допуще­
ния об отсутствии сдви­
гов в срединной поверх­
ности из последней фор-

0 L
Ф иг. 2.

27



мулы (3) получаем связь между продольными перемещениями и 
перемещениями по касательной к контуру:

ди  _  г2 д I I \
~ds ~  w ~ dz \

Подставляя сюда значение (8) и интегрируя, получим: 
д

гU =  —  -
/2 dz 1 s(z)-x(s) +  -r^ (z)-y (s):+ ,@(z)-co(5) l :+  с (г), ( 10)

где ю(х)= j r(s)ds — секториальная площадь.

Упругие деформации:
ди .

е =  a F - ^  = Г-У —  ( - Q  2 у
dz W 2 /

Ы‘+

здесь а =  а (г, s), t = t(z, s) —- коэффициент линейного расшире­
ния и температура.

ВЫВОД УРАВНЕНИЙ

Для получения основных зависимостей используем вариаци­
онный принцип Лагранжа.

Потенциальную энергию деформации с учетом принятых до­
пущений представим в виде:

U
р2 tr\ п %q ф03

:0^ 8 ^ - d s + G 0$ ^ - ^ d s
6

где

dz. ( 12)

ф ,  s) =
Ei (г, s)

s > =  т г

8 =  8 (z, s)
(13)

Ei — 1*2» 0  ~  2(1 + Д  ’
£ 0 =  const, G 0 =  const.

Учитывая, что попереч­
ную нагрузку (фиг. 3) в 
соответствии с гипотезой 
о неизменяемости конту­
ра можно приводить к 
любой статически эквива­
лентной, а продольную 
нагрузку нельзя, запи-
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(14)

(15)

(16)

шем потенциальную энергию внешних сил в виде:

Т = — (' (qx-Z +qy'4 ,+]mz-®:+§pz-uz ds1)dz,
L

где
Uz =  уЧ'-Х  y r f - у —

Поэтому
j  pz-tiz d sx = ту-Ч' — тх-т\' — bp-®' [+' qz-C.

В соотношениях (14) и (16) учтены следующие зависимости

Чх= §Px-ds1 =  § - j-  рх ds, qy =  j ру ds, =  4 —  /?yds,

qz =  =  j  —  pz ds

mx = § pz-Yds1 =  $ ■Er P z .y.ds, my =  — \pz-Xdsl =

=  ^  § -jr Pz-xds,

mz = H P y X  — px-Y )dsl = j  ± - { P r x — px-y)ds

b P =  § P z - b h - d s l =  i f ~ P z - ^ - d s .

Подставляя значения (7) и (11) в формулу (12) и суммируя с вы­
ражением (14) на основании (16) получим полную потенциальную 
энергию системы в виде функционала:

Э =  и ,+ ,Т  =  j’ Ф (2 , ?; с; Г ; Ч", тр rf- Г ;  С, U)dz,
L

(17)

где Ф =  Ег 1 (
( — г г -

2 г

:+ - ° о ф  — q x-4 — q r r i  — q z -4 +  m JC-rl'-

/2 /2
/ЯуУ — М г &' !+ > п -----

Здесь введено обозначение:

/ 2 0 '

(18)

(19)

и учтено равенство работ, вычисленных следующим образом:

f mz <ddz +  2  Mzi 0 /  =  J Mz-Q'dz =  jj Mz —

Условия стационарности функционала (18):
д Ф ______ d_ (дФ\ , , , t дФ\ _  п. д Ф  d_ (дФ\ d2 /дФ  \ _  п
дЪ dz I д% ')i +  dz2 \dl"j ~  u > dr, ~  H I  U y j  +  a P  ~  u >

аФ __d_ (Ьф_\ _  ,-4 a® d /дФ \ _  n
dz dz U r /  ~  ’ a»' — F T \Wj ~  u
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и развернутом виде будут:
drtiy

drrix 
Уу dz

Qz\ dz 

12

4 .'' —
dz2 E0 (j) (  f  Г  jc -  - f  of- у -  Г -  оз i+; С' -  a*) X

x ( — ^ r x ? s ) d s  = 0 ,

+  —dz2 " f 0 cf> ( -  - f  r ' -x  -  - г  < - y  -  r - w i-н ^  -  a*) x

X /2 ycp8j\’ds = 0, (20)

2  2  2 2

Eoj) - j* i№-y-b"4d,+?—af)-^-<pSds] =  Q,

 j -  у\" • у — &"•(!);+, С' — a £ ^  cotpSj ds =  0 (21)
В уравнениях грузовые члены взяты по абсолютной величине 

с тем, чтобы в дальнейшем взять знаки в соответствии с принятым 
правилом знаков.

Интегрируя уравнения (2 0 ), будем иметь:

-  М у ( + : Е 0 M yt + : Е 0■ ( j - Ч"-1У :+ : - f  ^ - i x y ; + ; b №- s m  -  C '- s y)  =  о ,

м х \+: e qm x1 ;+ : е 0~  ( - f  ч " -/х у + : \  ^ - i x +  r . s „ y -  c ' - s , )  =  о ,  ( 2 2 >

N \ ^ E 0-Ntl+]E0- ^ ( ~ r - S y [ + :~ y i ' ' - S x+ ] r - S a - Z ' - F )  =  0.

Здесь приняты следующие зависимости:
dQx   dQy   dN
Ч Г  ~ з г  -  <7у> “  ? * •

dAfx . dAfy «
-rfT =  — Qy +  тх, =  Q^+.wiy,

и введены обозначения:

=  (jj a /y ! cpS dSj =  -Ey a ty cpS ds,

(23)

Myt =  (j) <p§ ds! =  — (pa cpS d s,

/V, =  ^  a t cpS ds1 =; -j-  (j) a t cpS ds.

(24)
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Геометрические характеристики вычисляются по формулам:
I x — jy ty fids ,  Sux =  jxo-xyfids, Sx =  $y<?8ds,
I y = § x 2<?8ds, Su,y = § ш-у (p8ds, Sy = - fx ^ 8 d s ,  (25)

ixyybds, Sa = f  uxpSds, F  =  §<p8ds.
Решая систему уравнений (22), получим: 

, i \3
5" =  к (4-Г М0у -E oM oyt 1оху (Мох,+ Ео М,

Ea-Ioy Ioy
M oxt\

I ox J _
1̂ ОХ 'Г 1̂ oxt l oxу i Mo y ~ E'>Moyt\ I

Eo Iox Iox \ Eo Ioy ) z

С' =  k-x0 ( - i - j M 0y ^0 M 0yt
Eо Ioy

Mox + Ea M{
Ео I ox

, , fo.ry (
. J Ioy t
l_ _  I ox у f

I ox \

Mox +  1̂ 1 oxt
Ёо I ox 

M o y - E 0 M oyt

L+:
Здесь:

■] (yo • x0 — Xq • У о +. - f-  )•&" +.

Eо Ioy
I N  +  E , N t 

Г  E o F

+ : ^ - y D - b \

i+;

+ ]■)]

M ox =  M x  f  y 0 ̂ , Moxt =■ M xt- \  y 0N t , 

Moy — M y  +  — X 0 N , M 0yt — M y t  J -  X q '  N  t

(26)

(27)

Геометрические характеристики вычисляются для сечения z —e:
£у  
F
S  У г  г  2  г~*

* 0  =  ~ТГ > * ох ~  * х Уо ' F ,

У о

Ioy — 1у Хот F »

~р~’ J 0ХУ ~  ^ху -^0‘ Уо I* »

1

(28)

k =
1 ох у

X d — к  

у о =  k

Iox• Ioy

(S My —  у 0 5ш ) —  Iox Ioy (Su>x —  x 0 So, ) 

j ^ ( S wx — x 0-So) ) ;+  - j----]— (S*y ~  Уо- S o )

(29)

ioy ' “ ' '  '" Iox Ioy

Отметим, что в общем случае все геометрические характеристики 
зависят от координаты z, т. е. являются переменными величинами.

Введем в рассмотрение бимоментные характеристики зависи­
мостью:

В  -  E 0- B t =  ( - J - ) 3 Е 0 С Г .  (30)
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Формулы (26) на основании последнего выражения запишем 
в виде:

I \ 3

£ "  =  * ( - г

-*(4П

м о у ■ Ео М,oyl
Ео Ioy

+ Ь г

+
Iox у /  

Ioy V
М ох "Г Ео Мoxt

I \* В  — Е 0 B t 

F Т°п У1и,

оу \ Е0 I ох

У о ,

М ох +  Ео M oxt I  ОХУ ( М р у  E p M g y t

E0Iox I  ох
I \4 В — ЕрВ t

Е 0 Ioy

- ( 4 ) XD ,

е-Ы -т )'
Ч а, - Е , м

Е0 Ioy : Iox

о 1,1 oxt

oxt
Ер Iox ] i+:

М о х  +  Е р М , IОХУ ( М р у  ’ E p M g y t

^(4 Г • \ y D -X о — X D - y 0 + ;

Е 0 Iox
В  — Е 0 В (

F • /

Е а Ioy 
I , TV + £ 0 ^

+:

£ 0 F • (31)

О ПР Е Д Е Л Е Н ИЕ  НАПРЯЖЕНИИ

Нормальные напряжения согласно зависимостей (1 1 ), (13) и 
(19) будут:

а = cp-£0( ^ r - x - - f  • (32)

Подставляя сюда значения (3 1 ), получим:

/  \ f t  ( 1 V  [М ох  * Л/оу *\ , / Аг I I у  В.  =  S) { *  . _  . _  у .  * •  +  _  т  _  ( - )  ^  » 0 : +,

г + : я 0

Здесь

* • ( 4 )
л/

v *  4 -  o y t  г *  I 4-  
/ м  У +  Ioy Х  1 + z F

г I 1 \З В ‘
j  1 ~ ]  7 ° ” 0 ) 0  —

a t (33)

X -  Х0 -  (у ~  у0) у* = У -  У о - ( х -  х 0) ~  , (34)Iox у
оу

ы 0 =  Oi —  д:0 (у  —  у 0) +  У о ( х  —  * „ )  —  - J - .

Поток касательных напряжений определяется из уравнения рав­
новесия:



Подставляя сюда напряжения (33) и интегрируя, получим:

dz

л:is *
Iox

q  ' z \Iox
I ох

дх

м„
У г &

r f B j _
Z J  jO

1 2 В с *
~ )  +  £ о k - —  X

2

od <pS ds +<?о(г), ( 35 )

где S *=  Jy *c p 8 d s ,  5*== j  л;* i ds,

St  =  I oj0 oo ds, F 0 =  ) cpo ds,
0 ■ O ' .

3̂ Л
В  t =  -jg- ф  a t  w0cpS d s .

(36)

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  У Р А В Н Е Н И Е  К Р У Ч Е Н И Я

На основании формул (26) представим уравнение (21) в сле­
дующем виде:

£ [ £ & ( - ? * /- 8" ) - Ы + о ,  /, а)] = и , -  £  * «* :+ ]

-у- (л*д УМ* :+Уд Afy) — <»о(6) N  — E 0 -j-(^ )  cut со0<р8 dsdz | Z2 а?г 

Здесь

о0(0) =  xDy0 — yDx 0

/ °  =  
*  СО ---- cootpSds, / к =  j)

Su>
' т ;
ф - В3• rfs

(37).

(38)

В общем случае это дифференциальное уравнение четвертого 
порядка с переменными коэффициентами.

При степенном законе изменения толщины и функции упру­
гости ф (2, s) уравнение (37) приводится к уравнению Бесселя 
относительно функции (г ) , которое интегрируется в модифици­
рованных цилиндрических функциях [3], а если еще пренебречь 
жесткостью свободного кручения, то получим уравнение Эйлера [2].

При z-*-oo, 1-+ оо, так, ч т о —  -*■ 1 получим формулы и урав­
нения для цилиндрических стержней.

При этом уравнение кручения будет иметь вид:

= т

2—3362

(39)
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Здесь
т =  §[Ру(х -  x D) -  рх {у ~  yD)]ds.

В заключение отметим, что дифференциальные уравнения 
и формулы для напряжений и перемещений выведены в произ­
вольно расположенных ортогональных осях координат. При этом 
кет необходимости вводить такие понятия как центр тяжести или 
обобщенный центр тяжести, центр изгиба, главные секториальные 
характеристики и т. д. Эти понятия связаны с геометрической ин­
терпретацией ортогонализации функций 1, х, у и о , которая в рас­
сматриваемой методике расчета не делается. В общем случае 
вести расчет в главных центральных осях неудобно и могут воз­
никнуть затруднения при вычислении силовых факторов и геомет­
рических характеристик.
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