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РАСЧЕТ КОНИЧЕСКИХ И СФЕРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК,  
НАГРУЖЕННЫХ ПО КРАЮ КРУГОВОГО ОТВЕРСТИЯ 

РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ОСЕВЫМИ СИЛАМИ

Принятые обозначения

All, M i,  Q, N i, N 2 — изгибаю щ ие моменты, перерезы ваю щ ая сила, норм аль
ные усилия;

б, D  — толщ ина оболочки, изгибная ж есткость оболочки; 
pi, Е  — коэф ф ициент П уассона, м одуль упругости м атериала  

оболочки; 
р — внутреннее давление;
А — приращ ение радиуса параллельного, круга оболочки;
© — угол поворота нормали к меридиану оболочки.

При исследовании напряженного состояния сочленений оболо
чек вращения приходится рассматривать оболочки под воздейст
вием самоуравновешенных контурных усилий М, Н и распреде
ленных по краю кругового отверстия осевых'сил N  (фиг. 1).

Дифференциальные уравнения, характеризующие деформиро
ванное состояние оболочки вращения, имеют вид Ш :

L ( V )  +(ДА = £ 8/? !*  +  Ф (0),

L ( b ) - ^ =  -  - ^ V .  (1)
«

Через функции К и й  выражаю тся перемещения, усилия и де
формации оболочки. Функция Ф (0 )  определяется характером 
нагрузок, действующих на оболочку. При нагружении только са- 
моуравновешенными контурными усилиями Ф ( 0 ) = О ,  следова
тельно, система уравнений будет однородной. При действии же 
сил N  и поверхностной нагрузки р  уравнения (1) будут неодно
родными и возникает необходимость отыскивать их частные ре
шения. Д л я  этого случая нагружения предлагается способ пред
ставления напряженного состояния оболочки в виде суммы двух 
состояний (фиг. 2). Одно из, них (фиг. 2 б) соответствует нагруже



нию самоуравновешенными силами, перпендикулярными, как 
силы Н, оси оболочки; другое показано на фиг. 2в.

Такое представление напряженного состояния производит! 
ниже для конической и сферической оболочек,

а) Коническая оболочка.
Рассмотрим оболочку, cj 
ма нагружения которой г 
казана  на фиг. За. Из эт 
схемы видно, что оболоч 
подвержена действию сил 
параллельных оси, и bhj 
ренного давления р. Эти н 
грузки заменяются самоура 
новешенными силами N ig  
перпендикулярными оси об 
лочки (фиг. 36), и силаг 
iV/cos а ,  действующи! 
вдоль образующих оболо 
ки совместно с внутренш 
нормальным давлением 
(фиг. Зв). Оболочка в п 

напряженном состоянии, бли

Фиг. 1.

следнем случае будет работать в 
ком к безмоментному [2].

На основании общего решения однородной системы уравнени 
изгиба конических оболочек [3] формулы для определения усилг 
и перемещений А можно привести к следующему виду:

Q =  1

N o  =  -

s [5 iO i(^ )  +  Dib1(x) +  B 2d2 (- )̂ +  D 2M * ) ] ,

N x =  — Q t g a ,

W  +  + ' B 2d2(x) + D 2h2(x)\,

oz

Фиг. 2
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Ml  =  2 x t  I (x) ~  D ‘?1 (A) +  5 ^ 2 (x) ~  D2?2 (X)I ’ (5 ’̂

= 2X*T l 5 ' ^ 1 M  ~~ D 'kl (a) +  fi^ ( x ) — D 2k2(x)\,  (6)

=  -  l f i i / i  W  +  D 1 m i W  +  ^ 2 /2  W  +  ^ 2  (*)]. (8)

Формулы для определения функций, имеющих индексы «2», 
получаются из (9) — (13) путем замены функций ker х, kei  х  и их 
производных на berx,  b e i x  и их производные.

Положительные направления усилий и перемещений показаны 
на, фиг. 4.

•!> =  ш \ B xbx (х) -  D xa ! (jc) +  Вф 2(х) -  DaOj(•*)], (7)

£ 5

а

Фиг. 3.

В этих формулах
2 2 а, =  k e r x  kei'x; b =  н ker'x\

1 jc  х  _
4

d, =  x k e r ' x  — 2kerx  и йе/'л:;
1 JC

4
hA =  x k e l ' x  — 2  k e i x  ker '  x\

1 JC
gj =  hy (x) +  2\*.bx (x); qx = dy (x) +  2\iax (x); 
Pi =  llh 1 {x) + 2bx (x); ky =  \>-dy (x) +  2ax (x);

/ l  =  dy (x) \lCLy (x),
m, =  4 i ( x ) -  pftj (x);

( 10)

(ID
( 12>

(13)

(9>

x  =  2), ^ s  =  2 j4/  12(1 — [a2) ctg2 У: ] / . (14)
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Д л я  определения постоянных интегрирования воспользуемся* 
граничными условиями для случая, показанного на фиг. 5:

при s =  Sj Mi  (Xj) =  M ov Q (Xj) =  H i  cos a, 

s =  s 2 М г (x2) =  M 02, Q (x2) =  H 2 cos a.

( i 5:

(ie:

Фиг. 5.

Величины X\ и x2 определяются по формуле (14) и соответству
ют Si и s2 (фиг. 6). Н а основании выражений (2) и (5) из (15) 
и (16) получим систему четырех линейных алгебраических уравне

ний относительно В {, D\, В 2 и D 2
Ограничимся рассмотрением 

оболочек, стенка которых доста
точно тонка, а расстояние межд> 
основаниями настолько велико, 
что х 2— х х~ ^ \ .  Тогда силы, прило
женные к одному основанию, не 
будут влиять на деформации 
оболочки у другого основания, и 
постоянные В, и D\ могут быть 
определены независимо от В 2 и £>2 

Решив эти уравнения, получим

5 , =  у Д х ^ ^ Я ^ Д х ^ с о з а  +  ~  х \  M 0lbl (Xj)] , 

Di  =  Уг (X,) [s iH t f i  (x,) cos a -  i  Xj м т а д х о ]  , 

B 2 =  y2 (x2) [s2B,<?2 (x2) cos a  -f ~  X22 M aJb2 (x2)] ,
(17)

D o =  y2(x2) £s2/ / 2̂ 2 (x2) cos a - i -  x\ M ma2 (x 2)J ,

54



*  ^  _  gi (*0 b\(x\) + qx (xi) a, (jci) ’
j (1 о)*

У2 (x ‘l )  — ~  (jr2) А, ( х 2) +  q i  ( x i f a i U i )  '

Положив в (17) Moi— -Мо2=0, # i  =  A’o i t g a  и H 2= N 02tga„  
получим для схемы нагружения, представленной на фиг. 4 б:

%• (х^) = £'82s1 cos a jV01 Vj (л:,), (19)

Д M  =  -  51 tg2^ -- -2--- N oi x2 (Xl), (20)

H (Xn) = Я82 52 cos a Âq2 v2 (x2), (21)

д  ( * 2)  =  -  S2 tg2£ V sin 2 - -  . N 02 v.2( x 2) .  ( 2 2 )

Здесь
vi(ATi) =  yi(*‘L - (x,)<7, (x,) — (xt) gi(Xi)], (23)

\ 12(1 — и2)
y i ( * i )  =  У  i ( X i ) \ f i ( x J q i ( X i )  +  m , ( * i )  ( * i ) L  ( 2 4 >

v2 ^  =  v  1 o n X2) 7 Г  I* 2 92 (Xz) ~  ^  ^  ^ (X2)l ’ (25)У 12(1 — p2)
y-2 t e )  =  У-2 ( X i )  [ / s  (*2) ?2 (*2) +  w 2 (x2) g2 (x2) ]. (26)

Вычисления, проведенные с использованием таблиц [7], пока
зывают, что в интервале 1 0 ^ x ^ 1 0 0  значения функций vi и v2 прак
тически постоянны и равны 0,3, функции же xi и хг могут быть ап
проксимированы прямой Xi— Х2 ~  1,43 х.

Действие сил H\ =  N oxi g a  сказывается на перемещениях и на
пряжениях в точках оболочки, для которых х —:х'1̂ 4 .  Д л я  опре
деления усилий и перемещений А и Ф следует воспользоваться 
ф о р м у л а м и : ,

Q = yi (X i ) ^-H iCO sa[q i (X i )O i (x )  +  ^ ( х ^ й Д х ) ] ,  (27)

N i  =  — tS a Q, (28)

M i  =  У1ДХ1) /Л2СХ023 a 1 ch (x x) gi(x)  -  gi ( x ^  qx(x)\,  ’ (29)

Д =  — ^ ■ y 1(JC1) s 1/ / 1t g a s i n 2(x[^1(A:1) / 1( x ) + g 1(jc1)ifi1(x)], (30)

^  =  д о  yi(^i) ̂ 1 cos а ^ 1( ^ 1) ( ^ 1) " i ^ ) ]  • (31>

Перемещения и усилия в точках оболочки, для которых 
х2—х ^ 4 ,  зависят от сил H 2= N 02t g a  и для их определения имеем, 
такие формулы:

Q = у2( х 2) -у- Н 2 cos a [ <72(х2) a 2(x) +  g 2(x2) b2(x) ], (32)

где
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! .
N  =  — tg aQ, (3J

Ml  =  y2(x2) —- f o g — [92(x2) g 2(x) -  g 2(x2)<72(x)], (3-

A =  -  УАЬ) s2H 2 tg  a  sm 2a [<72(x2) / 2(x) + g 2(x2) /я^х)], (31

^  =  d W  ^ ( * 2) s 2/y 2 cos a [ ? 2(x2) *2(x) +  g 2(x2) a 2 (x) ]. (3(

Если для рассматриваемой оболочки 4 ^ х 2—х ^ в ,  то при вь: 
числении усилий и перемещений в точках, для которых х2—х < 4  
х —X i< 4 ,  следует суммировать результаты, определейные соответ 
ственно по формулам (27)— (31) и (32) — (36).

Усилия и перемещения в точках оболочки для напряженног 
состояния, показанного на ,фнг. 3 в, определяются по формулал

* . = * T ' ! ‘ e * ( i - 4 )  +  s £ - r '  (3? :

N 2 =  p s  tg a ,  (38’

, - д _ £ £ Щ ^ ( 2 _ |1 + 4 ) _ ! ^ Щ | .  , (39;

„ _  p s i ^ a .  f  M  N o . t g a  S, . n
^  -  ’ 2ЕЬ [ 6  +  I ? )  +  £ 5  cos a T "  ■ I4 0 -

Итак, формулы (27) — (29), (32) — (34), (37) и (38) хдракте- 
ризуют напряженное состояние, показанное на фиг. 3 а, при помо
щи ж е формул (19) — (22)— (39) и (40) можно найти величины, не
обходимые для решения задачи о напряжениях и деформациях i 
-сочленении конической оболочки с другими оболочками враще 
ния-

Следует отметить, что выражения (37) — (40) совпадают с ре
зультатами безмоментной теории [4]. Изгибающие моменты x o t i  
и будут здесь, но напряжения, вызываемые ими, будут невеликг 
по сравнению с напряжениями от Действия N , и N 2.

б) Сферическая оболочка.
Вертикальную погонную нагрузку, действующую на сферическук
оболочку (фиг. 7 а), как  и в предыдущем случае, можно предста
вить в виде результирующей двух нагрузок. Одна из них, а именно 
У 01 ctgcpi, перпендикулярна оси оболочки (фиг. 7 6). Силы же 
/Voi/sirupi действуют по касательной к меридиану при ф = ф ь  При 
действии этих сил и внутреннего давления р состояние оболочки 
будет безмоментным-

Д л я  безмоментного напряженного состояния, показанного на 
фиг. 7 в:

V   T^oi sin ср 1 1 п / ,  si n*<p, \
7 V l~  s in * ?  ’ (4 '
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д =

лг _  jVoi sin  cpi , 1
^ 2 -------------s in 2 9

1 +  p. N oi R  s in  9 
~ЁЪ

P R (  i +
s in 2 (fi 
s in 2 tp ) (42>

sin  cp 2. +  « ^ * S . [ l - „  +  , l + r t S ! b ] ,  (43) 

«■ =  0.
Д л я  определения величин, характеризующих напряженное со

стояние, представленное на фиг. 78, можно воспользоваться ре
зультатами, приведенными в статье [5].

А1„

Фиг. 7.

Отметим в заключение, что при использовании предлагаемого 
способа представления напряженного состояния оболочек вращ е
ния отпадает надобность в рассмотрении одного моментного напря
женного состояния в случае исследования зоны сочленений обо
лочек.
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