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НАПРЯЖЕНИЯМИ

Современная практика р а с ч е та  конструкций осн овы вается , как  
правило , на предположении о ненапряженном исходном состоян и и , 
то гд а  как реальны е конструкции в п роцессе их п роизводства или в 
р е зу л ь т а т е  п редвари тел ьн ого  нагруж ения имеют в исходном с о с то я 
нии некоторые напряжения» Учет последних ь уравнениях теории 
упругости  и я в л я е т с я  целью настоящей с т а т ь и .

Получена зам кн утая  система уравнений с учетом конечности 
перемещений, ко то р ая  зап и сан а  в метрике исходного со сто я н и я .

Свяжем с деформируемым телом систем у лагранжевых координат 
Х к и рассмотрим два равновесны х состоян и я  э т о го  т е л а .

, Первое исходное состояни е х а р а к т е р и зу е т с я  базисными в ек то р а
ми г к ( симметричным тензрром напряжений Кошиг в=  б к р  Г-к  г 
и ректором объемных сил Р = Б к г к  а второе  - г к , 6  = 
и Й ■- г  к г  к с о о т в е тс т в е н н о .

Зд есь  и в дальнейшем по повторяющимся латинским индексам 
в ед ется  суммирование от I  до 3 ;  индексы I  и 2 над буквами ука
зывают' на отношение соответствую щ их функций к первому или второ
му состояни ям .

Следуя [ 4 ]  , для рассматриваемых равновесны х состояний  з а 
пишем уравнения равновесия

или, переходя к записи  в скалярной форме, будем иметь
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(2)
\7г б г р

+ Ер = 0

^ ^ Р^ р-о,

где \7г  -  ковариантная производная по координат.. X  .
Введе^ добавочные тензор напряжений 6  и вектор объем- 

ных”сил Г с компонентами
ё ^ = ( 5 г р - ( 5 г р

(3)

, 2 К₽
Здесь б

санные в одних и
б КР и 0 КР -  компоненты тензора, запи- 

ктех же лагранжевых координатах X  
Подставляя (3) во второе уравнение (2 ) ,  получим уравнения, 

которые в рззвернутом виде имеют вид
. г '1- Д гр г р  Д ^  г ₽-ПЧ б  + Гг г 0  -и

о X Г

где Г ^ = 1-дР 5 (_ ^ 1 ^ . + ------ -  символы Кристоффеля

П рода; , 1 х  -к о -  и контрэвариантные компоненты метри
ческого тензора«

Вычитая первое уравнение (4) из второго, найдем

3<о р р г г>р ДгС / А г г г \/~?’р / А р рР А р р
+ | г1<5 Д Ц - Г г ^ б  Ч 1 г е - ! г г , ) б  *1- =0

Эх*
эли

Д 1?ър г Р  п г  ~ЧР г)Р Д г ^ л  
7 г 5  Г +Ь +  Р ^ б  ~ и ’

здесь
р 2 р Д₽ 

Р и  ‘  Г а  -  Г а  •

(5)

(6)

Первое слагаемое уравнения (5) представляет собой диверген
цию тензора добавочных напряжений Коши в деформир^овжном состоя
нии« В предположении, что начальные напряжения (5 <?,р в тело 
11-8273
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отсутствуют? из (5) получим обычное уравнение равновесия

исходного состояния и последующей деформации тела, представляет 
собой компоненты тензора первого ранга и соответствует добавле
нию к уравнению (7) величины, эквивалентной объемной силе.

Уравнение (5) неудобно для использования в решении задач, 
так как содержит в себе из-за ковариантного дифференцирования 
по базису второго состояния символы Криетоффеля Гг

Р
? •

Преобразуем первые два слагаемых к метрике состояния I .
Для этого перепишем первые два члена уравнения (5) в векторном 
виде [ I  ] г

2
Выражая далее базисный вектор второго состояния г р через 

базиотый вектор первого состояния г р и вектор перемещения ц
[1 ,5 ]

2. -  /  П п  1 п  \
(9)

и вводя несимметричный тензор напряжений Кирхгоффа

(Ю )

перепишем (8 ) в виде

В формулах (9) -  ( I I )  § “  определитель матри
цы компонентов метрического тензора ( I  ~ 1 ,2 ) ,  о р -  символ 
Кронекера, и* ~ компоненты векторе перемещения«, Отноязние 
определителей метрических тензоров равно

(12)

Здесь , З г , « инварианты тензора деформации £ КП
относительно преобразования лагранжевых координат:
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1 2  L  12 «к , 2 И 
Эг - 2 ( 3 ,  - Е „  £ к )

V -D et || 6 К„ II .
<г «

Объемная., сила F выражается через массовую силу И 
и плотность р следующим образом:

J  12 12

F -fM .
Учитывая уравнение неразрывности 

м \ и  -

последний член уравнения ( I I )  запиши в метрике первого состоя
ния

(13)

(U )

(15)

( К )

(17)

12 12

Здесь -  изменение объемной силы, отнесенное к ба
зису первого состояния»

Переходя в выражении ( I I )  к скалярной форме и учитывая (16), 
окончательно будем иметь

В этой записи не содержится метрики второго состояния. Для 
преобразования второй пары слагаемых уравнения (5) рассмотрим 
символы Кристоффеля I рода

Г =п р р = 2 ( ^ 1
кг.п рп  кг 3 ' (18)

где

(19)
12
£ к п  -  компоненты тензора деформаций. 

Подставляя (19) в (18)
го состояния из полученного

2 1 □!?
Г Г  =  ОС КП
1 кг,п" кг,п 0 х г

Но» с другой стороны ,
2 с2  1 <2 1 - ’

ву-кп ~ у  8  + | 
д х ъ  '  к п  к г

и вычитая символы Кристоффеля перво- 
выражения. запишем

о с □ 12

О с гп _ об кг 
а х "

имеем
■ и 12г е 1 Р 12 

mn *  ъ п  с  рк

(20)

(21)
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я еще два равенства, получающиеся циклической перестановкой ин
дексов в (2 1 ). Подставляя далее эти выражения в 
образования запишем

2 1  1 т  12

Г _ г = р 4 2 Г 6кг,п кг,п кг,и кг

(2 0 ), после пре-

т п  у (22)

где
< 1 2  4 12 1 12

Р кг.п"7 к £ 1п*7 г £'кп-? п £-к-1,- (23)

Запись (22) тождественна следующему выражению; 
. Р р = г р - г р

'к г  кг кг 1 кг,о •
0  г  12

Действительно, умножая (24) на о пр = 2 6 пр 
получим

-Г -Г =2ГР £ + Р ^ Ро• ' кг,п ' кг,и кг и пр, Г кг,(|, пр ■
Учитывая, что, | * р - д пр  = , придем к

(2 2 ) . Компоненты определяются ка^ элементы матрицы, обрат
ной матрице с компонентами 26 :

| | р 'М э , г 2 Е „|Г '.
Используд выражения (1 7 ) , (24) и аналогичные выражения для

Р( в уравнении (5 ) , перепишем его в окончательном виде:

(25)

выражению

(26)

(27)

Таким образом, получено уравнение равновесия, записанное 
с учетом (26) в метрике первого состояния.

Функции , выраженные в (23) через компоненты дефор
мации, при решении задач в перемещениях удобнее представить в 
ином виде.

Продифференцируем (9) по координате х " :

(28)

и (28) и■ Затем сжалярно перемножая выражения (9)
учитывая (2 2 ) , будем иметь

(29)

Если в выражении (29) поднять индекс и при ПОМОГИ 0 ' ?

то получим выражение (2 4 ) .
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Условия совместности конечных деформаций упругого тела 
можно записать в виде [ 5 ]

п Э Р к 1 ,п  ЗРк€,п? . А грГр р■ R ™ í « = " a T 5 ----- 3  I '
г к , п ~ Р р ^ п  ^ г к , т ] = О ; 0 О )

где

s m t t  , к из
всего из шести не-

1 12 1 12 < 12
Р р ? , т  =  £  € т  +  £  р т  ~ с

й т е ы з о Р Римана-Кристоффеля.
При всевозможных значениях индексов п 

набора 1 ,2 ,3  система уравнений (30) состоит 
зависимы}: уравнений» Эти шесть уравнений соответствуют комби
нациям индексов ( п т  ¿К  » 1212,1313,2323,1213,2123,3132)

Для решения задач в перемещениях найдем шесть соотношений 
Коши между(гприращениями
Грина

Для :
ров (9)

2 2
• ’ ' ' т ,  " к

компонентов тензора деформаций Коши-
£ г к  и компонентами вектора перемещений и к . 

этого составим скалярное произведение базисных вект'о-

(31)
п

1

ИЛИ
2 1 12

где
12 •

г к

Д к Д и г ^ Ч  V P U K

(32)

(33)

Последнее выражение представляет собой шесть геометричес
ких соотношений Коши в произвольных криволинейных координатах.

Физические соотношения между приращениями компонентов тен
зора напряжений Кирхгоффа '¿ к г  и соответствующими приращениями 
компонентов тензора деформаций Кожи-Грина можно записать
в виде обобщенного закона Гука:

- Т к г -  Д к г г п п Р (34)
Д п и  ’

.к г  mn
здесь А » компоненты тензора четвертого ранга, характе
ризующего свойства материала деформируемого тела»

Запись кинематических граничных условий на поверхности 
S u деформированного тела не будет отличаться от аналогичных 

условий теории упругости:
12-6273
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Uy,, •/„(*”)
Статические граничные условия получим, используя равенство 

тензора напряжений Коши 0  на ^произвольной площадке с нормалью 
И вектору внешней нагрузки Т на этой же площадке. Эти

соотношения для двух состояний среды запишем в виде; [ 4 ]  .
для состояния 1

1 I А < кг 1 4  к
® • П = Т или 0  П „ = I . (36)/

для состояния 2
2 2_ Д 2 к г 2 ™ К .
(э ■ П =Т или 6  И г  = I . (37)

Здесь Лг  -  ковариантные компоненты орта внешней нормали 
к поверхности тела. Так как вид поверхности в состоянии^ под-
лекит определению, выразим компоненты внешней нормали л через
компоненты внешней нормали п к поверхности тела в! состоя-
НИИ I . 2 1

Следуя -работе С 31 , зависимость между И и Л пред-
ставим в виде 2 1

— ъ п•п = Р ■■ ,11 ,1 2 (38)

12
1* е.

1
где е  -  относительное удлинение в направлении Л , а

1 ' ” гч
л р » п • г  . (39)

Ковариантные составляющие вектора П на координатные оси 
х® во втором состоянии среды будут

и - 1 р1 А  . (ЗД)
г  1 Л  1 + £ _

Подставим .40) во вторую формулу (37) и, полагая, что
2 1 <2 2 Г <2грк -гкгр к  Дкг ~ кг /С кгТ - I ♦ 1 , 6  = 0  + 6  , получим

[¿к1
+ б къ]1 н Х -^ = т к

+ т к («)
I + с

С ос та им разность выражения (41) и (36 и, учитывая (1 0 ),
после преоб: зовения получим

(42)
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Это равенство выражает условия для приращения нагрузки на 
поверхности тела во втором, деформированном состоянии,,

Итак, получена система дифференциальных уравнений в произ
вольных криволинейных координатах для решения задач нории упру
гости с начальными напряжениями при конечных перемещениях точек 
тела. При решении задач теории упругости в перемещениях имеем 
шесть уравнений равновесия (2 7 ) , шесть соотношений Коши (3 5 ), 
шесть физических соотношений (для несимметричных тензоров) (3 4 ). 
Всего 18 уравнений, записанных в координатах исходного состояния. 
В эти уравнения входят 18 неизвестных: 9 компонент тензора до
полнительных напряжений Кирхгоффа 2 к г  » 6 компонент тензора 
деформаций Коши и 3 компонента вектора перемещений ьГ .

Для решения задач теории упругости в деформациях необходи
мо использовать девять независимых уравнений равновесия и совмест
ности деформаций (27 , 30) с шестью физическими- соотношениями 
(3 4 )о Следовательно, имеем 15 уравнений с 15 неизвестными (9 ком
понент тензора дополнительных напряжений Кирхгоффа £ к г  и 6 ком
понент тензора деформаций Коши £ к г ) .

В итоге получены замкнутые системы уравнений теории упругос
ти для двух основных методов решения.
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