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ОБЩИЕ СВОЙСТВА СПЕКТРА СОБСТВЕННЫХ ДВИЖЕНИ  
ЛИНЕЙНО-УПРУЕИХ ТЕЛ, ОБЛАДАЮЩИХ  

ЦИКЛИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ

В технике широкое применение находят конструкции, обладай 
щие циклической симметрией. В частности, к таким конструкций 
относятся элементы роторов турбомашин — лопаточные венць 
крыльчатки, шнеки и т. п.

В настоящей статье выявляются некоторые общие свойств 
спектра собственных движений любых линейно-упругих цикличе! 
ки симметричных тел.

Знание этих свойств позволяет экономно строить решения кои 
кретных задач о колебаниях таких систем, а также облегчает анг 
лиз результатов, полученных экспериментально.

§ 1. Циклическая симметрия

Упругое тело обладает циклической симметрией в том случа< 
если при повороте его вокруг некоторой оси, являющейся осьн
симметрии, на любой угол, кратный величине7^-, где S — неко
торое целое число, упругие, массовые и геометрические характе 
ристики его останутся инвариантными по отношению к неподвиж 
ной системе координат.

Целое число S является порядком циклической симметрий! 
Наибольшее целое число S, присущее данному телу, является 
главным порядком его циклической симметрии. Если главны ! 
порядок симметрии тела является непростым числом, то такое тело1 
может быть представлено как тело с симметрией некоторых другим 
порядков. Любое тело может бьггр рассматриваемо как цикличе! 
ски симметричное с порядком симметрии S =  1. Осесимметричный 
тела (диски, круговые оболочки и т. п.) трактуются нами как тела5 
с главным порядком симметрии S =  oo. Естественно, что такие 
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|wia представимы как циклически симметричные с любым поряд­
ком симметрии.

Циклическая симметрия может быть прямой и винтовой. Так, на­
пример, прямой симметрией обладают цилиндрические и кониче­
ские прямозуб,ые шестерни, а винтовой— косозубые шестерни, 
Миогозаходные винты и т. п.

Для элементов роторов турбомашин порядок симметрии обыч­
но совпадает с числом лопаток, их циклическая симметрия, как 
Правило, быват винтовой.

§ 2. Особенности спектра

На фиг. 1 показан период некоторого циклически симметрич­
ного тела, т. е. та часть его, которая заключена между двумя пло­
скостями, 'проходящими через ось симметрии и отстоящими друг

2хот друга на угол -g- ■
В силу линейности структуры периода тела, между усилиями и 

Перемещениями на его поверхностях а и в, по которым данный 
Период стыкуется с соседними, всегда существует линейная зави­
симость, которая может быть представлена в виде

Т а а  T a b ~ Q a

T b a  Т  bb Q b

Здесь: qa (г, z) и qb (г, z) — векторные функции, характери­
зующие перемещения точек, расположенных на поверхностях а яЬ  
(певозмущенное положение точек задано в координатах г и г ) ;  
Qa (г, г ) и Qb (г, г ) — век- 
торные функции, харак- £
теризующие раепределе- \ \
ние усилий (налряже- \ О
ний), действующих на \ / " l  /
поверхностях, а и b; Таа, V  I / Х ч /
Tab, ТЬа, Г ьь — некоторые а / \  А
линейные операторы, к о н -  "Ц у /
кретный вид которых оп- / \ /  /
ределяется структурой / з
периода тела. \ \  /

В силу теоремы взаим- „  -I Н
пости, операторы Т аь я Т Ьа 
являются взаимно транс­
понированными, т. е.
I ab =  T b a -

Если усилия, дейст­
вующие на элементы пе­
риода 'тела, являются Ф и г . 1.
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гармоническими функциями времени, то, в силу линей пост  
гармоническими функциями времени будут и перемещения. Тогд 
зависимостью типа ( 1 ) можно связать амплитуды усилий и пер< 
мещений. В этом случае линейные операторы будут зависеть о 
частоты.

Если тело составлено из периодов, связанных между собой тс 
чечными связями, то линейными операторами в ( 1 ) будут матр! 
цы динамических податливостей. Когда же связь между периодг 
ми носит распределенный характер, то операторами будут лине< 
ные интегральные операторы, ядра которых — гармонически 
функции влияния, образованные по типу тензоров Грцна [1].

Перенумеровав периоды тела в направлении по часовой стрел 
ке целыми числами k =  0 , 1 , 2 ,... (S— 1 ), а также имея в виду услс| 
вие равновесия

Q a k  —  Q b  (ft — 1)  

и условие совместности деформаций

Qa k  =  cjb ( f t - 1 )

получим,учитывая ( 1 ):

Q a k  —  Т a a Q a k  Т a b Q a  ( f t + 1 )>

Qak  =  P b a Q a  (k — 1 )  T b b Q a k .

Исключив отсюда перемещения, будем иметь*:

Т b a Q ( k - 1) +  ( Т аа +  7 bb)  Q k  — Т a b Q ( k + 1) =  0. (2

Это выражение справедливо для любого периода тела.' Поэто 
му при свободных колебаниях тела может быть записано S выра­
жений такого вида, определяющих неизвестные внутренние усилия 
действующие на поверхностях стыка периодов тела.

Решение системы S уравнений вида (2) может быть представ! 
лено в комплексном виде

Q k  =  Р е ' ^ к , ( 3

где Р  ( г ,  z ) — векторная комплексная функция, определяемая для 
поверхностей стыка, которая не зависит от номера kj 

Параметр р, может быть определен из условия замкнутости]

Q k  =  Q ( k + s ) .
Тогда

g i \ x k  —  g i \ b  ( f c + S )

откуда
2 к. jx =  —г m ,

* Здесь и д алее  при усилиях индекс а опущен.
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Где m — любое целое число.
Подставляя (3) в (2), найдем

\ - e idm Т Ьа + (Таа + Т  ьь) -  Tab] Р  =  0. (4>
Здесь обозн&чено:

2 к
а = —  ■

i Данное выражение справедливо для любого ш. Поэтому, вооб­
ще говоря, может быть составлено бесчисленное множество урав­
нений типа (4), однако линейно независимыми из всего множества 
будут лишь S, соответствующих последовательности S целых чи­
сел. В качестве этой последовательности удобно принять следую­
щую последовательность:

S* . S • /г-\
— <  m ~ Y  • (5)

Имея в виду, что
Р  = р *  + tp**, (6)

вместо (4) получим

\(Таа +  Т hb) (ТЬа +  Таъ) C-OS a m ]  Р*т- - \ ( Т ь а-~ Таь)ЫЪ 0.1П \ Р** =  0 ) •
* ' ** I (7>

|(? Ьа— Таь ) s in  ОС/72 ] Р т +  [ ( Г а а +  Тьь)  — (7  Ь а Р Т ab) COS a m  ] Р т =  0  J

Отсюда следует уравнение частот
(Таа +  Тьь ) —  (ТЬа +  Tab)  COS Ш  . ~ { T b a  ~  T ab) Sin аГП

Тьа —  Taft) s in  am ( Т аа +  Тьь) — ( Т Ьа + Т аь) c o s a /n

(8)
Для того, чтобы найти полный спектр собственных частбт, необ­

ходимо разрешить, вообще говоря,-S таких уравнений, соответст­
вующих различным целым числам последовательности (5). Одна­
ко, как нетрудно видеть, для m ' =  m и т " = — т  уравнения (8) 
совпадут и поэтому дадут попарно совпадающие значения собствен­
ных частот. Тем не мейее совпадающим собственным частотам бу­
дут соответствовать линейно-независимые решения. Так, если 
т' =  т, то, учитывая (3), (6) и (8)-, получим

Q{m)l=A(P*m +  iPZ)eiamk ■ (9)
в то время, как при т” =  — т

Q>Tm) — В (Рт +  iPm) e~~larrik . ( 10)
Здесь А и В —'константы, зависящие от начальных условий.

Функции Qkm) и Q \ r m) * линейно независимы. Их действительные 
части определяют формы свободных колебаний в усилиях

Q*km) =  А  [Р*т cos ос m k  —  Р*п sin  a mk]  , (11)
Q*(-m) _  Д jp «  cos _|_ p*m sin amk] . (12)
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Аналогичные результаты могут быть получены и в перемещениях 
Отсюда видно, что для получения полного спектра собственнь! 
движений цйклически симметричного тела конкретное решенм 
задачи с помощью (7) и (8 ) следует производить лишь для пос: 
ледовательности целых положительных значений т ,  т. е. для

S
О т sg —  .

Другие решения могут быть найдены с точностью до постояв 
ного множителя путем сдвига уже полученных на угол ^  в 
ружном направлении. ■„

I
§ 3. Заключение

Н а основе вышеизложенного можно сделать следующие выв); 
ды об особенностях спектра собственных движений лийейно-упрз 
гих тел., обладающих циклической симметрией:

1) Распределение в окружном направлении амплитуд одних! 
тех ж е  компонентов усилий и перемещений в сходственных точка| 
периодов тела при колебаниях по любой из собственных фора 
подчинено, как видно из ( И )  и ( 1 2 ), дискретному гармоническом! 
закону с числом волн ш. Иными словами, весь спектр собственны 
форм распадается на группы, каждой из которых присущ общи! 
признак, указывающий на целое число волн, укладывающихся и 
окружности тела. Группе т =  0 соответствует совокупность зонтич 
ных форм цолебаний.

Важно отметить, что волны различных компонентов усилий ) 
перемещений, относящихся к данным сходственным точкам перш) 
дов тела, могут иметь относительный сдвиг в окружном направлс
нии, отличный от 2~р и Это видно из (11) и (12), так как фуню

ции Р* и Р** в общем случае независимы.
2) Число групп N, на которое распадается весь спектр, завися 

от порядка симметрии. Их количёствб определяется плотно: 
последовательностью целых чисел, удовлетворяющих условш

.S'
О <  т. <  -g- .

g
При четном порядке симметрии N  = -%-+  1, а при нечетном — N=

3) Число независимых собственных форм, входящих в данну] 
группу, зависит от числа степеней свободы периода тела. Если пе 
риод тела имеет распределенные параметры, то число их не огрг 
ничено.
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s4) К  группам , уд овлетворяю щ им  условию 0 < т <  п ри н ад ­

лежат собственные частоты, к аж д о й  из которы х соответствуют 
дне линейно-независим ы е собственные ф ормы. И ны м и словами, 
нее собственные движ ени я , если они не п р и н а д л е ж ат  к  группам

1М =  0 и m =  -g-, имеют кратность  собственных чисел н е  менее вто­

рой. Б л а г о д а р я  этом у возм ож но проявление определенного много­
образия в ф о р м ах  свободных колебаний, соверш аю щ ихся, с той 
Или иной собственной частотой. В зависимости  от  н ач ал ь н ы х  усло­
вий распределен ие  ам плитуд  свободных колебаний  по ркруж ности  
Тела м ож ет  быть к а к  ф икси рованны м  относительно него,' т а к  и в р а ­

щ аю щ имся с угловой скоростью —  (р — собственная  ч асто та ) ,
что соответствует образован и ю  бегущей волны. В общ ем  случае 
собственное колебание  с частотой р м ож ет  проявиться  к а к  н а л о ­
жение этих двух  хар актер н ы х  колебаний.

У казанны е особенности спектра собственных движ ени й  прису­
щи лю бы м  линейно-упругим телам , поскольку никаких ограниче­
ний, кром е линейности упругих характери сти к ,  на структуру перио­
да тела  не н аклад ы вал о сь .  Н а  это  было ббращ ено  вним ание  н а ­
ми в [2].

П рим енительно  к осесимметричным телам  эти особенности 
[иектра общеизвестны. В тех случаях, когда  период циклически 
[нмметричной системы имеет стерж невую  структуру, те ж е  свой­
ства следую т из работы  Б. А. С м ольн и кова  [3].
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