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Вопросы прочности элементов авиационны х конструкций
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ОБ ОДНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ ТЕОРИИ  
ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ

Одна из задач об остаточных напряжениях в цилиндре при
водит к интегральному уравнению Вольтерра Гго рода, получен
ному в работе [ 1 ]:
/I а г ■

h—а 1 +'

2 G

, 16 /г— а
"У! - ^ r  t h ^ -  , - COS Ы  V2 h—a h—a

192 h— a
-5 b — d Кk—\ 2 h—a ( 1 )

Решение этого уравнения должно удовлетворять дополнительному 
условию равновесия:

h

.f Твг Ы  d-q = 0. (2)

Классическая теория интегральных уравнений в данном случае 
неприменима. В связи с этим вопросы существования и единствен
ности решения задачи ( 1 ), (2 ), а такж е практическое построение 
этого решения необходимо рассматривать особо.

1. Введем безразмерные величины:

h ' - h 

н сокращенные обозначения:
СО

г-/ \ о V , , 16 х  "V  1 3Г (jc, у) =  2  ^ —  1 + т т —  -«- t h -

(3)

2 x COSkKl T  (4>
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I ( V, л ) I -Д  v V  Г (0 , 0) = 1 ;n —-  k3
£ =  1,3,5,...

I ' l W
192 л-

2Gh
' £  =  1 ,3 ,5 .,...

/  (-v) =  ~3_^2 1 ^(1  —x ) ] • f j  (Л-) x 2 — известная функция;
? (У) =  "<-<5 (Лу) — искомая функция. 

Тогда уравнения (1), (2) запишутся в таком виде:

(7)

j Г (х, у) ср (у) dy =  /  (А-);

j  г  (У) с/У =  0 . (101

Д ля ядра Г (а, у) выполняется тождество:

f  Г Сх, у) d у -  0. (1

Отсюда следует, что если некоторая функция ср (у) удовлетворяв 
уравнению (9), то ср(g)-j-C также удовлетворяет этому уравнени 
при любом C =  const.

В дальнейшем будем обозначать через и (у) решение уравн 
пня (9), обращающееся в 0 при у — 0, т. е.

j Г (х, у) и (у) dy = /  (х), и (0) =  0.

Если и(у) известно, то решение уравнений (9) и (10) получим 
виде

с? (у) =  и (у) — J u{y)dy.

Если задача (12) имеет единственное решение в классе непреры) 
ных функций, то таким же свойством обладает и задача (9) — (10 
Продифференцировав (12), получим равносильную задачу:

Г (х, х) и (х) +  J Г'х (х, у) «(у) dy =  /Д х ) ,  и (0) =  0, (1

г л / \ о v , 1CI Л- (А", у) =  — _ 555- -Г ГДЕ
1 J , k -  3 , v

- г —  i h  - г г -  —  cos к -  —k5 2 -V -V

+
к у  , kr. у . , v • th =г —  S1 n RT. ~

COS k -

k 2 2 k 2.\
ch2 -

(1
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При х — 0 ф ункция (15) о б р ащ ается  в оо, поэтому классическая  
теория интегральны х уравнений В ольтерра  2-го рода к уравнению  
(14) неприменима.

2. У становим некоторые вспом огательны е результаты .
а) Ф ункции Т(х,  х) ,  Т \ ( х )  полож ительн ы  при всех лг^О  и мо

нотонно убы ваю т от значения  Г(Ъ, О)  =  Г : ( о ) =  I .
Д л я  д о к а за тел ь с тв а  найдем  производную

ь _ Lг  » о ~i г SI1 rill —  till

f t h T 4  - —  > ° -

X tin 3
Значит, вы раж ен и е-ц -t h - g - - j -  возрастает при л > 0  и, следователь

но, остается  меньше своего предела

х  , , k ~  3 кк
i ! f 0 T  ^ v = " 2 " ’ •

r e . '  f t h ^ i < T ’ x > ° • '  <16>
1 i У'
П рименяя известные суммы рядов

оо оо

V  ^  V  _ L  =  z L  (17)
^  k 2 8 ’ Ad.. *4 96 ’  ̂ '

* = 1 ,3 ,5 , . . .  * = 1 ,3 ,5 , . . .

оценим '
оо оо

16 .г V  1 . f e  э 8 v  1 _  1. л » !
z3 3 2  is  ^  2 i: Г .2 A d .  62 ’ ( ^

‘ * = 1  ,3 ,5 , . . .  * = 1 .3 ,5 , . . .

оо оо

V  t h * L - L V * L  V  _L =  1 /1 о\
Г.Ь а  — ь Ь> 2  X  ^  71* A d  / И  О ш

‘ * = 1 ,3 ,5 , . . .  * = 1 ,3 ,5 , .. .

Отсюда и следует н аш е утверждение..

б) Д л я  ядер Г (х,  у),  Гх (х,  у)  справедливы следующие оценки:

IГ  (лс, у) | «£ 2; |ГДх, y)|s£ Е*.+•-!_; (0*£х^1; 0 < у < л ). (20)

Это немедленно вы текает  из (16), (17) и очевидных неравенств: 

| s i n a | ^ l ;  | c o s a | ^ l ;  | t h a | ^ l ;  ch2 a > * ;



3. Д окаж ем  существование и единственность решения з ад ач у  
(14). Запишем ее в виде

X

и  (х) = F  (х) — \  - и (У) dy,  11 (0) =  0, (21
О

где F  (л-) =  • (22

Будем считать, что данная функция w(a)  =  w[h( l—х)] имеет не 
прерывную производную. Тогда, согласно (7), для F (x )  выполни 
ется неравенство

| F  (х) | s £ F 0x, F 0 =  const. (2с
Построим решение задачи (2 1 ) в виде ряда

и (х) =  2  ип (•*); (24п— О
' \

и0(х) =  F (x ) ;  и п (х) =  — \  u„-i  (У) dy,  п =  1, 2, 3, ... (2$

В случае непрерывного ядра ряд (24) сходится при любых зна 
чениях из (0,1). В нашем случае это удается показать лишь дл  
достаточно малого отрезка ( 0 ^ х ^ х 0). Рассмотрим функцию

« М = п Ъ ) [ т + т ] '  <26
2 щ

Она непрерывна и монотонно возрастает от значения ^(0) =  -=- Фик
2 1 3сируем число q0 между -д- и 1 , например, q0 =  ~^-

Существует такое значение х 0> 0 ,  при котором q ( x Q) = q0. Для фунв 
ций (25) на отрезке (0 х  «£ х 0) выполняются неравенства:

| и„(х)  | <  F ()xq"r , п =  0, 1, 2, 3 , . . .  (27

Действительно, при п = 0  (27) совпадает с (23). П олагая в (25 
n — 1 и учитывая оценки (20) и (23), будем иметь:

X

1 1 2  + Чг)  F 0X =  g ( x ) F 0x ^  q0F 0x,  (O ^ x s £ x 0): (28Г (х, х ) \  3 3
Полагая в (25) п =  2 и учитывая полученную оценку (28), таким ж| 
образом оценим 1 и2(х ) | < q % F 0 (x)  и т .п .  Таким образом, на от 
резке (O s£ x sS x 0) ряд (24) мажорируется сходящейся геометрическо 
прогрессией



Значит, на этом отрезке ряд (24) .сходится абсолютно и равномер
но; его сумма и(х) есть непрерывная функция, удовлетворяющая 
неравенству

| и (.х) | Fox, (0 s£x ss.v,,). (30)

Прямой подстановкой в уравнение (21) убеждаемся, что ряд (24) яв
ляется решением этого уравнения. Покажем, что всякое решении 
v (х), удовлетворяющее условию

| v(x) | ss C0F 0x, (С0 =  const), * . (SI)

совпадает с построенным решением и(х). Разность г  (х) =  и (х)—v(x) 
удовлетворяет однородному уравнению

X ,
г '(х ) =  -   ̂ г  (У) dy '(32)

О
дополнительному условию ' t

| г (х )  | C i/y c , (33)

где Ci =  С0+  у - qo , O scx s£ x 0.

Отсюда методом, изложенным выше, получим неравенства:
| г  (х) | sS ql CxF 0x; п =  0, 1 , 2 , 3 , . . . ;  O s=xsg x0 (34) 

Устремим п - > о о, при этом q“-+0.
В пределе получим z(x) =  0, т. е. v(x) =  u(x) при O sg xsSx0. Это 
означает единственность решения на отрезке ( 0 ^ х г £ х 0). Остается 
продолжить его на отрезок (x0 = £ x s£ l). Для этого разобьем интеграл 
в уравнении (21) на сумму двух интегралов по отрезкам (0, х 0) и 
(х0, х) и запишем это уравнение в виде.

X ,
. и (х) =  (х) -  ^ и (У) dy, (x0 s s x s £ l ) ,  (35)

С  Г  ( х ,  у )  • 4
где Ci (х) =  С  (х) — J ^  ’ — и (у) dy — известная функция. (36)

о

В области (x0 s g x s £ l, х 0 «£у sSх) ядро уравнения (35) непрерывно. 
Согласно классической теории, уравнение (35) имеет единственное 
непрерывное решение ц(х) на отрезке (х0 < х < 1 ) .  В точке стыка 
д* =  х0 оно принимает значение

К0 ,,
И  ( * о )  =  Л  ( * о )  =  F  ( * о )  -  j) п ^ л г о )  11 ( у ) d y '  ( 3 7 )

о
совпадающее со значением в этой точке решения уравнения (21). 
Таким образом, стыкованная функция и(х) определена я непре-
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рывна на всем отрезке ( O ^ x ^ l ) .  Она является единственным ре 
шепнем уравнения (2 1 ), удовлетворяющим условию:

, | и (х) | <  Со шах |Д (у) | , (С,, =  const). (3(

Эта функция является такж е единственным решением уравнени 
(14 ) и (12).

4. При построении решения и ( х )  численными методами рас 
четная схема значительно упрощается, если применять их не к 
уравнению (14), а к исходному уравнению (12). Необходимо толь! 
ко предварительно убедиться, что приближенное решение, пол)! 
ченное численным методом, сходится к . точному решению. Дл* 
уравнений с особенностями, какие имеет уравнение ( 1 2 ), эго « 
вытекает из классической теории.

Приведем доказательство сходимости для случая, когда интег 
рал ( 1 2 ) вычисляется с помощью простейш'ей квадратурной фор 
мулы прямоугольников:

J Г ( x h y ) u ( y ) d y ^  \ x ( y n u 1 + y i2u2 +  ... + y n Ui). (39|
0

При этом вместо интегрального уравнения ( 1 2 ) получим систему 
линейных алгебраических уравнений:

Д-*-Тп«1 =  f \
AX-(T2,«1+T25«2) =  / 2

\ x - ( y n u l +  y i2u2 +  . . .  + т  u U i )  =  f i  

Д х -{УщМ\ 4*7п2 '̂24" • • • ,4~7nnUn) ~  f  п-

(40

Здесь п  — число частей, на которые разбит отрезок [0,1], ^

7 и  =  Г (А'ь X ) ) ,  « г =  и  (х,),  f  i =  /  ( Х / ) .

Так как у п  =  Г ( х г, х ^ ф О  то система (40) имеет единственное 
шение «j, и2, ... , ип. Для оценки разностей v t =  й (х ,)  — м* преобра 
зуем систему (40) к другому виду путем вычитания:
y ilu i +  &.x[y'.lu l + y '  и2+ 4 -7 - i ^ U i - Л  = / '  , ( / = 1 ,  2 , . . . , « )  (43|

д ,  • ■ Iили = — —  (Тп«1 +  Т-2М2 4 - ••• 4-7)(._, Mi-i), (44)
• i i

f i r ! e = ± 4 .  f , - ± .  <45

Система (44) является алгебраическим аналогом интегрального 
уравнения Вольтерра 2-го рода (21). Применяя к ней метод по-
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гледовательных приближений в два этапа, как это сделано выше 
для уравнения (2 1 ), получим оценку:

| и/1 < С 3шах | F j  | ; (С3 =  const). (46)

Разности vi  = u(Xi) — и,- удовлетворяют той же системе (44), только 
с другими свободными членами:

а ; =  ' г (47)
Т / / Дл-

Х1
А1 =  J Г (X;, y ) u ( y ) d y  -  Ах [Тмм1 +  Т(2и2+  +Т<<Иг] =О

=  2  I г  (x i - У) и (у) — г  (X;, X/ ) и  (Ху )] d y . (48)
/= 1  г; _!

Ai есть абсолютные погрешности при вычислении интеграла по 
формуле (39). Из (47), (48) найдем:

x i
А /= = “дД 5 (г (Ль y)w(y) — Г ( а ,-, х , ) и ( х ()1о1у 4-

х \-х 
i-1 х)

+  - д т 2 ]  S {[Г(Х|, у)—Г ( х /_ 1, у ) ] м ( у ) - [ Г ( х г, х ; )  —
/ = 1 х]- \

— Г ( х i х ; )1 И (X; ) I dy. (49)

Для оценки Д( представим
Г (х,  у) =  Ц-  +  R  (х, у), (50)

оо

где R  (х, у) =  -  1 +  * .  У  J  tli - L  cos . (51)
71 ■ k=i“ ....*  ̂ А *

11з неравенства (20) следует, что функции Г (х, у), R x (х, у) ограни
чены в области (0 s £ x s £ l ,  0 «£ у «£ х), а при х > 0  обе они непрерыв
ны. Так как решение и (у) тоже непрерывно на отрезке (0 s£ y = g l) ,  
причем и (0) =  0, то произведения Г (х, у) и  (у); R x (х, у) и (у) будут 
непрерывны во всей замкнутой области (0 < x ^ l ,  O ^ y s g x ) .  

Положим
соДЛх) =  шах |и(у) — и ( х г) | ;



При Дх^>-0 в силу непрерывности соответствующих функций

ц(Дх), а>2 (Дх), ш3(Д х )-^ 0 .

Из (49) и (52) легко получается следующая оценка:

Дг >i(Дх) -j- («о(Дх) 4- (й3 (Дх) Т'ПоТ’оАх. (54

Для разностей г»/=  и (X/) — М/ имеют место неравенства (46),

в  Л;которых следует положить г  j = —L- ,  т. е.
h i

I и(хг)- Hi  I ^  —~  J<01 (Дх) +  СО2(Дх) +  (03(Дх) +  С2Д0Л-к]; * =
»/ /

(55
Правая часть (55) может быть сделана меньше любого наперед за 
данного числа при достаточно малом шаге Дх =  — . Это значи

что приближенное решение и ,■ сходится к точному и (х/) при я-
5. При реализации численного метода имеет смысл записатй 

уравнение ( 1 2 ) в другом виде:

j К  (х, у) и  (у) dy  = .g  (х), и  (0) =  О,

где К  (*, у) =  g { x )  =  ~ £ z w \ h { \ - x ) ] .

(55

(57)

Во многих случаях, встречающихся на практике, функция g ( x )  по 
стоянна на большей части отрезка [0, 11.

Пусть
g  (х) =  go =  const при 0 <  х  й£ х 0. (58|

Тогда на отрезке ( 0 ^ х ^ х 0) решением уравнения (56) будет:
и ( х )  =  6 g 0x.

Это вытекает из легко проверяемого тождества:

§ К  (х, у) yd y

(59)

]
(60

Введем новую неизвестную функцию:
V (х) =  и  (х) — 6g 0x.

При 0 s c ’x s s x a она тождественно равна 0, а при х 0 
воряет уравнению:

] к ( х ,  у) о (у) dy  = g ( x ) - g 0.

(61

: X s£ 1 удовлет

(62
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Вычислив ин теграл  (62) по ф орм уле  трапеций, даю щ ей  более вы 
сокую точность по сравнению  с ф орм улой прям оугольников , полу- 
м11 м вместо (62) линейную алгебраическую  систему:

~ K \ v x ^  g 1- g 0

± f ( 2  K \ v l + K l v 2) = g3— g0

~ ~ ( 2 К \  T>i +  2К\  v2 + Кз  ®з) =  ёо

Щ -  (2К \  v, +  2К 2п v2+ ■ ■ • + 2 /С Г 1®*-! +!Кп Vn) *= ga- g 0, 

где к [  =  /б ( х ь  X] ), Vi =  п(Х;), g i  =  g (X /) ,  х г =  х 0 +  гДх. (64)

Определив из уравнений (63) последовательно Уь Уг, V4 и 
учитывая (61) и (13), найдем:

( 6 g 0x , Ог£Х«£Х0
и (х) =  6 g 0X +  V (х) =  с , ■ ! (65)

so  v ’  I H i  =  6 g 0X(- +  v lt x 0 < X < 1 .  v

cp(x) =  и (x) — 3goX- — (u0 + . 2 u x +  ■■■ +  2Un-x +  tin). (66)

Это — при ближ енны е реш ения за д ач  (12) и (9) — (10).
В качестве  примера был произведен расчет  остаточных н а п р я 

жений д л я  случая, когда ф ункция g ( x )  з а д а н а  следую щ ей т а б л и 
цей:
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X 0 ;£ ;* < * 0= 0 ,9 4 Х\ = 0 ,9 5 ■*2=0,96 * 3 = 0 ,9 7 * 4 = 0 ,9 8 * 5 = 0 ,9 9 *6=  if

go(x)
2Gh

g — w ° 3kD* 1.55  go 3 ,2 0  g 0 5 ,5 0  g 0 8 ,6 5  g„ 13 ,40 go 2 0 ,0 0

Эта таблица составлена на основе экспериментальной зависимося 
w(a ) ,  приведенной в работе [2], при h =  2,5 мм;  р =  4,8 
ш0 = —0,008 мм.  Д л я  этого случая постоянная g 0= —0,0108 кг!мм  
Результаты  расчетов представлены на фиг. 1. Следует заметить 
что опытная функция w ( a ) ,  которой мы воспользовались, имеет не 
большую неточность, связанную, по-видимому, с возможными оши£ 
ками эксперимента. Н а основании физических соображений про 
х ^ х 0 должно быть g ( x ) > 0. Эта неточность практически не сказь 
вается на результатах.
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