
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 
 
 

 

 
 

Л. И. ФРИДМАН

О РАЗРЕШАЮЩИХ УРАВНЕНИЯХ
ДЛЯ БАЛКИ С. П. ТИМОШЕНКО

1. Колебания стержня с
(балка С. П. Тимошенко)
[1,4]

учетом инерции вращения
описываются системой

II СДВИГИ
уравнении

<7, ал и + «22= 0. (И«11« Т" «12 'И —

Здесь и — безразмерный прогиб стержня, отнесенный
не /; О — угол наклона касательной к изогнутой оси в предположи
шш, что сдвиг не учитывается; а,ц — дифференциальные операторы

д

д2 д2 и2
<21

7 — распределенная нагрузка; х— безразмерная координата точки
оси стержня, отнесенная к его длине /; /— безразмерное время, от

Iнесенное ко времени — прохождения возмущения вдоль

1 /~ Ев стержня; с = |/ — •
териалс стержня; Е — модуль упругости;
жести; у
сечения

ня;

_ д2 ь
011 “ дх2 я/'2’
_ (Л2 д

~Е ~д~х' ~
распределенная нагрузка; х—

с

к его дли

осп

скорость распрострдЛЬния возмущений в
; — ускорение силы тя

— удельный вес; к — коэффициент, зависящий от формы
и коэффициента Пуассона [1];р = й—гибкость стерж

-радиус инерции стержня; I — момент инерции сече

ния; А — площадь сечения.
Введем функции К(х, /) и Ф(х, /), связанные с и и О зависимо

стями
и — Е — С1у2 Ф; — — «21 Е -|- «ц Ф.

Подставляя (3) в (1), получим 
= - Й ‘7-

РФ = 0
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Здесь О — определитель, элементами которого
щры (2):

и дх* д,1

являются опера-

(9)

Пусть
Т7 — Фо + Ф* ,

I к*  Фо — решение однородного уравнения
£)Ф0 = 0,

(7)

(8)

и Ф*  — частное решение уравнения (4).
Положим

Фо = 0.

Тогда вместо (3) будем иметь:

и = /П -О' = — ¿г21 Р-
Гоким образом, система (1) заменяется одним
одной неизвестной функцией Р.

Из системы (1) можно также

уравнением

получить .уравнения

(9)

(Ю)

(4) с

к!
Он =

/з

“ Е1
и ^22

¿2ц К/.
¿>о= ~~ ЁА

Й21 0

Каждое из уравнений (11) , (12)

7

7

+

формально эквивалентно систе
ме (1), причем уравнение (11) применяется при решении некото
рых однородных задач о колебаниях стержня с учетом инерции
вращения п сдвига [2, 3]. При замене системы (1) уравнением (11)
пли (12) следует учитывать граничные и начальные условия для
обеих искомых функций и и О, что не всегда возможно [4]. Урав
нение (4) предпочтительнее уравнений (11) и (12), так как его ре
шение дает сразу обе искомые функции и и О.

2. Рассмотрим вынужденные колебания
стержня под
иые условия
ком виде:

шарнирно опертого
действием распределенной нагрузки <7(х, /). Гранич-
для шарнирно опертого стержня записываются в та-

(13)

Полагая <7(х, 0) = 0, получим

при £ = 0 и — 0, -О

начальные условия задачи

= 0, = о, 4^■ = 0.
Щ дс (14)
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Граничные условия (13) будут удовлетворены, если решение
нения (4) искать в виде ряда

У7 = V '¿от-ЭШ шгх.
ш=1

Здесь <?пг — функция времени.
Подставляя (15) в (4) и полагая

7 и» 0 = /(¿НоСО;

yp¡ii'

получим

“¿/4- + + 1)(ттс)- + р.2] н---- — ут = — Едат-/(/). (17)

Начальные условия для функции <?т получаются из (14) пос!
подстановки (15) в (10):

d2zi rn„ / п О С^т гл гл ^3Т//2 п
при / = 0 ?„2 = 0; = 0, = 0, = 0.

Решение уравнения (17) при условиях (18) может быть иайде
но методом 1\оши и записано в виде

(18)

Уш
l

EÁam т-2------2 ч С / (A).Sin Xlm (Z — A) íZA +
(. 2 г/г lm) \т Q

---- С / (A)-sin Х2те (Z -
'■2т) К2т о

0) ¿ZA .+ (Щ
Здесь 0 — параметр I ^'1т И Аолл частоты свободных колебаний

шарнирно опертого стержня, определяемые уравнением [1]

'■1.—г к*  + 1)(М2+ = о
(последнее может быть получено из (8) если принять

(19)

(2()|

)2 \
КГП/*

°° | d2 т
Фо = V Тт Sin//¿тгх И у----

, 1 m al
m=\

Перемещения и, и углы поворота -<> получим из (10):
t

/(A)-sin Х1т(/ — 0)¿ZA +
о

+ -Т~2-
\ '-1т

(21)
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kEI

90
ат (т-')

t
/(0)-sin +

от—Х

(22)

1

Заметим, что применение, например, уравнения (11) для реше
ния поставленной задачи приводит к значительным трудностям.
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