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СИММЕТРИЕЙ

Если при повороте упругого тела вокруг некоторой оси на лю ­
бой угол, кратный величине , Тде z — целое число, геометри­
ческие, массовые и упругие характеристики его окажутся инвари­
антными по отношению к неподвижной системе координат, такое 
тело обладает циклической симметрией с порядком г.

Среди множества деталей и узлов различных машин достаточно 
часто встречаются детали и узлы, обладающие конструктивной ци­
клической симметрией. Прежде всего, это элементы роторов и, в 
частности, облопаченные диски, крыльчатки, шестерни и т. д.

Упругим телам с циклической симметрией присущи определен­
ные общие вибрационные свойства. На основе этих свойств возмож­
на разработка эффективных методов расчета таких систем, а такж е 
объяснение некоторых явлений, качественная сторона которых была 
не вполне ясной.

Не останавливаясь в настоящей статье на доказательстве общих 
вибрационных свойств систем с циклической симметрией, лишь пе­
речислим те из них, которые могут быть полезными.

На любой из собственных форм колебаний тела с циклической 
симметрией, по окружности его всегда укладывается целое число- 
волн деформаций и напряжений, что аналитически может быть вы­
ражено:

щ =  и cos — А/ +  '(и ),

где и; — любая из компонент вектора, характеризующего упругое 
состояние тела в сходственных точках различных перио­
дов структуры; 

i — номер периода структуры;
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Я — число волн; 
z  — порядок симметрии;
уи — фаза (может быть различной для различных компонент).

Этот важный результат получен в оригинальной работе 
Б. А. Смольникова*, применительно к стержневой системе с цикли­
ческой симметрией, однако он в равной степени относится также к 
системам с циклической симметрией, отличающихся от стержневых 
и является естественным обобщением известных свойств собствен­
ных форм осесимметричных тел (дисков, колец, оболочек), для 
которых 2  = 00 .

Полному спектру собственных форм циклической системы соот­
ветствует определенная совокупность собственных форм с различ­
ным числом волн деформаций X.

Если система имеет четный порядок симметрии, то полному
t 2

спектру соответствует число волн Я =  0, 1, 2... если она имеет
2 . J

нечетный порядок симметрии, то Я =  0, 1, 2,  :.. —pp. Для осесим­

метричного тела Х =  0, 1, 2, ...оо.
Каждому числу волн соответствует определенная группа собст­

венных форм, содержащая неограниченное число различных соб­
ственных форм, если система имеет распределенные параметры.

При разработке метода расчета на колебание той или иной си­
стемы, обладающей циклической симметрией, учет вышеизложен­
ного свойства собственных форм позволяет резко упростить реше­
ние задачи, свести ее к решению для периода структуры системы 
при специфичных граничных условиях, зависящих от числа волн 
деформации.

Другим важным свойством, касающимся спектра собственных 
частот систем с циклической симметрией является то, что при 

2
Х=£0 и Х=/=-^-собственные числа имеют кратность не менее второй.
Иными словами, каждой собственной частоте соответствует не ме­
нее двух идентичных собственных форм, взаимная ортогональность 
которых достигается определенным сдвигом их друг относительно 
друга в окружном направлении.

Именно благодаря кратности собственных чисел положение уз­
лов в окружном направлении при свободных колебаниях является 
неопределенным. По этой же причине возможно и образование бе­
гущих волн. В этой связи следует обратить внимание на тот факт, 
что при экспериментальном определении спектров собственных 
форм и частот тел, обладающих осевой и циклической симметрией, 
часто исходят от теоретических спектров, построенных для тел, 
обладающих математически строгой симметрией, упуская из виду,

* Б. А. Смольников. Расчет свободных колебании системы с циклической 
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что реальные тела, даж е обладая конструктивной симметрией, 
строгой симметрией не обладают.

Введение асимметрии приводит к тому, что равные ранее собст­
венные частоты (кратность равная двум) становятся различными, а 
собственная форма (формы), имевшая ранее неопределенное рас­
положение узлов в окружном направлении, расслаивается на две 
с фиксированным разложением узлов. Это приводит к кажущемуся 
противоречию между теорией и экспериментом и служит источ­
ником различных недоразумений.


