
 
 

 
 

 

 
 

 

 

Л. И. ФРИДМАН

О НЕКОТОРЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ
ТРЕХМЕРНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ИХ РЕШЕНИЙ

1. Уравнения трехмерной динамической задачи теории упруго-,
сти неравномерно нагретого тела в безразмерных прямоугольных,
координатах хь х2, х3, отнесенных к характерному линейному раз
меру I, записываются в виде [1]:

/2 1 дт
И\ + + СЦ3113 — —-Х/ф- — ¿(Х-т— . (1),

Е 1 —■ 2р

Здесь и\ (¿=1, 2, 3)—компоненты перемещения вдоль осей ох(\
— компоненты объемной силы, заданные как функции коорди

нат и времени, Е — модуль упругости: V — коэффициент Пуассо-
ф Е

на; I — безразмерное время, равное 1=%-у-; т — время; с= ——
скорость звука в материале тела; р— массовая плотность; Т — тем
пература, заданная как функция координат и времени; а—коэф
фициент линейного расширения; а,;(г = 1, 2, 3; / = 1, 2, 3) — линей
ные дифференциальные операторы

1_____________д2

2(1 + и)(1 — 2р) ¿*1 дх}
1____

2(1 +и)
(2)

V2 — оператор Лапласа; б/;— символ Кронекера.
Введением функций Ф(, Ф2, Фз координат и времени, связанных

с компонентами перемещения соотношениями

Ц/ = Фо + А31 Ф« — 1, 2, 3), (3)

в которых
Д.. (___________ 1_____________д2 , 5 .Г 1-*  д2 Ъ х

П I. 2(1+у)(1—2'Д дх^дх, 1} [ (1 + (1 _ 2у) ¥

/ = 1’2'3; / = 1’2'3 (4>
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— миноры определителя О, элементами которого являются опе
раторы ац, система (1) заменяется уравнением

№ - Д.(Л1+ ^2+ Л-з) + —1— + ¿Г + , (5)
£ 1 — 2у \дл! дх? дхл! 1дх\ ' дх2

где £ = Фо + Фг + Ф2 + Фэ; Фо — решение однородного уравнения

■ФДг = 1, 2, 3) — частные

ОФ/ =

'Оператор О имеет вид

О =

(6)ОФ о = О,

решения уравнений
12 у л_ 1 г дт

-------~ :----------  / а -т— .
£ 1 - 2у

о1’ 1_v V>2 Л11 1 r-2 д2 T
L (1 +O(l-2v) ' d/2J L 2 (1 + v) <£2J

5 — 6v д21 V г, О п
V2V2V2

4(1+>)3(1 -20

2 — 3v

— V2V2+4(I + v)2(i —Ъ)д!2 V
д*  „ д6

V2------- ■ (7)(1 + V) (1 — 2у) дИ '
Перемещения (3) могут быть записаны в виде

з
И/ — И/о Ф — Аы Фл (/ = 1, 2, 31 & = 1, 2, 3),

Й=1

а перемещения ¿¿/0, являющиеся решением однородной системы
определяются одним из соотношений

«/О = ^1« Ф(Ь ~ Ф0; ^/0 = 41,31 Ф01
£/о = (41-1/+ Л2/) Ф; = (Аи + Л3/) Фо; Оо — (4^/+ ^3/) Фо

^¿0 — (4^1/-г А<21 + /3/) фо. (¿ = 1,2,3).
уравнение (5) и-соотношения

(1),

(8)

2. В случае однородной задачи
(8) могут быть упрощены.

Обозначим
д2 Ф()
dt2 (9)

к введем оператор
Ви = - 1 д2 1 — V

2(l+v)(l-2v) ’ 1(1 +v)(l-2v) V_ <?/2J ' '

Тогда вместо (8) получим
/¿/О “ B\i Ф*1  UiQ — B'2i Ф*>  U-iQ — B3i Ф*,

¿Оо — (Ви + B<2i) Ф*1  UiQ — (Ви + B3i) Ф*;  iiiQ — (Ви + B3t) Ф*,  
¿¿/О = (£?!i+Z?2i 4~7?3() Ф*  (11)

и вместо (5)

Ф*=0. (12)Г 1~v v2 Г 1 Г2 ¿Я
L (1 + v) (1 — 2v) v dZ2J 1.2(1 +v) V di2 J
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Легко видеть, что функция Ф*  описывает для бесконечного
известные волны расширения и волны искажения [3].

Пусть

тела

Ф* = ф + ф»
ИР

Решая (14)
получим

2 ^2? Лу-у------ - = 0;
(1+2) (1—22)

1 9, <?24 Л----------- у2Ф-------- - = 0.
2(1+2) (?/2

и (15) методом Даламбера-Эйлера [2],

(14)

(15)

1 — V

Здесь
1 — 2

1 — 2
*^2

1 Г 1 ---  V ,
= а21 Х1 + «-22 ^2 + 0-23^3 — у (1 + _2и)

1= Ри-^1 4- Р12-*>  4~ Ры-^з 4- — ■ ■■■ ■ Л
42 (1+2)

^2 = Рз1 Л"1 4- 4- Ргзхз -|/2(1+2)

(к — 1, 2; 1 = 1, 2, 3) — произвольные постоянные, удов-«¡а и рк1
летворяющие условиям

а«4- а-2+ а-3 - 1,

рА 1 4“ Ра’2 4- рАЗ = 1 ;

ср 1, фг, 41, фг — произвольные функции.
Подставляя (16) и (17) в (11), получим перемещения. Для бес-

конечного пространства следует пользоваться последним выражени
ем (11), для которого все направления равноправны.

Тогда
1 Г д2 V д2$21«-1/(«-п4- к124- «13) “о~ + «-9г(«21 4“ «-22 4~ «2з) ~Т-о

|_ ди\ диг2 [
(18)

1и\~о —------------------------- ! [ 1 — Ри (Рп4~ ?р+ Р1з)] " 4-
2(1'.'+ 2)(1 — 22) V ШХУГИ Г1. 1

(19)
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Из (18) и (19) следует
ди^ uuiO
дх j

duW
=0, (Z = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3);

Mq} dllS)} дизо} _ п
дх} дх2 дх$ ~ ’

ширения со скоростью cj =с

т. е. ¿¿О*  описывают деформацию без искажения формы, 
¿¿^— деформацию без изменения объема.

Переход в (18) и (19) к размерному времени и размерным ко
ординатам позволяет трактовать перемещения ¿¿Р> как волны рас-

>а перемещения как

волны искажения со скоростью с2=с ■— . Направление распростра

нения волн определяется прямыми с направляющими косинусами
«К1И ркь

3. Функция Фк описывает также поверхностные волны Релея.
Рассмотрим полупространство, ограниченное плоскостью Х]=()
(Ось ох\ направим внутрь тела). Функцию Ф*  будем искать в виде

Ф*  = (Хз“0/)- (20)
Здесь а — безразмерная скорость распространения волны вдоль оси
ох3; т — некоторая постоянная. Подставляя (20) в (12), получим
дифференциальное уравнение относительно Ф* ь решение которого
дает

Здесь
Ф#1 = Q е~'{°х' + С2 е^х‘ + С3 + С4 (21)

7о = ш ]/1 — а2; т*  = щ V1 — 7.2 ,

а? = а2-2(1 + V); а|= а’ .

Перемещения ¿¿i0 определим по первой зависимости (11):
¿¿10 — Ф*;  ¿¿20 = В12 Ф*  = ^30 = ^3 Ф*-

Из условия ¿¿ю->0 II Z¿30->0 при %1->00 получим
С2 = С4 = 0.

(22)

Перемещениям (22) соответствуют напряжения

Е
2(1 + v) I

На граничной плоскости Х\-~о
°п = 0; <з13 = 0.
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(23)

(2-1)

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 



 
 

 

 

 

Условия (24) дают систему однородных уравнений относительно
постоянных С] п С3. Из условия равенства нулю определителя си-
>н'мы получим уравнение для определения скорости а [3]

16(1 -а2)(1-^) = (2
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