
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 
 

В. И. КЛИМОВ, Л. А. БУЛЫЧЕВ

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТОНКОСТЕННОГО
КРИВОЛИНЕЙНОГО СТЕРЖНЯ

Рассмотрим напряженное состояние упругого тонкостенного
кругового стержня постоянного сечения с открытым контуром.
Размеры сечения предположим малыми по сравнению с радиусом
псовой линии. Стержень находится под действием произвольной
нагрузки и неравномерного нагрева.

Задача о напряженном и деформированном состоянии криволи­
нейного стержня рассматривалась Г. Ю. Джанелидзе в статье
|3]. Изгиб и кручение тонкостенных криволинейных стержней ис­
следовался в работе И. Я. Грюнберга [2]. Однако эта работа со­
держит выводы, нуждающиеся в уточнении.

В предлагаемой работе вывод основных соотношений выполнен
i использованием вариационного принципа минимума полной по-
к'пциалыюй энергии термоупругой системы.

1. Пусть срединная поверхность стержня отнесена к криволи­
нейным координатам z, s; (г=р0-р), где р — радиус оси стерж­
ни, [3 — безразмерная величина, равная центральному углу, опреде-
1яющему текущее сечение стержня, s — длина дуги контура.

Векторное уравнение рассматриваемой поверхности вращения
есть

7 = 7(г,$) = p(s)7(-y) H-y(s)-X

Где
£ (у-) = е (?) = eos ?-¿ + sin p-у; k= const; |¿[ = 1;

p(s) = Po — л: (s), (1)
\(s), y(s)— декартовые координаты точек поперечного сечения
(рис. 1). Первая и вторая квадратичные фомы поверхности имеют
кпд

?i = [у- р (< ífe2 + ¿s2;

103

 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 
 



 

 

 
 
 

 

<?2 =-------+ (%'/' —
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Главные кривизны срединной поверхности стержня
1

совместно с коэффициентами вышеприведенной первой квадратич­
ной формы определяют следующие формулы для дЖормаций про­
дольного удлинения, сдвига и кручения этой поверхности

Е* = + -^(—^ + ум] ;
1 д ( 1 \ 1 ди

Т — — Р ' т— (— Ро' 4“ — Ро — '■>р0 1 р5 \ р ‘ и / р 1и

’-к1+ ЙН ¿(4
2 / д2 IV
р \рг р5

I Ру’1
р ‘>0 Р.г]

(2)

(3)

(4)

Принимая кинематические гипотезы теории тонкостенных
стержней [1] о недсформируемости контура поперечного сечения и
отсутствия сдвига (3) срединной поверхности, получим зависимости
для перемещений произвольной точки поверхности через переме­
щения осп стержня ’С(г), ^(г), х\(г) и угол поворота @(г):

ъ(г, $) = £(г)-л/(«) + т, (г)-у' (я) + <-)(г)-//(я).
да (г, я) = — с (г)-/($) + 7](г)-х'(я) -|- Н(г)-/г(5).
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1десь
= ху'~ ух'\ (¿(з) = уу'+ хх\ (6)

г(г, з)—тангенциальное перемещение точки контура; 12)(2, 8) —
нормальное перемещение точки контура. Продольное перемеще­
ние текущей точки контура равно

¿/(О = (8)

х0 — контурная координата оси стержня.
Учитывая зависимости (1), (6), (8), можно получить соотноше­

ния:
5

Р(5) Ро \ Ро /

X,

(9)

где
5 *

Подставляя значения (5), (7) в формулу (2) и принимая во 
внимание зависимости (9), получим деформации удлинения стерж­
ня в функции перемещений

-’Дг, 5) - (<-■¿-В) -у(5) (:1 -Д е) -

- . (Ю)
\ Ро '

Деформация кручения (4) срединной поверхности после ис­
пользования соотношений (5) — (9) преобразуется к виду

7(г 5) = - 2/“Г~ ’ н + V7'
\ Ро Р .■

105

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

  



 
 

 

 

 

 

 

2. В силу гипотезы о неизменяемости контура поперечного се
чения (ев = 0) нормальные напряжения а2, соответствующие упру
гим продольным деформациям

¿’г — =2 (1Ш

будут определяться формулой

(12)

В формулах (II) и (12) а/ — произведение коэффициента ли­
нейного расширения на приращение температуры в точке М(2, 5);
ср(2л 5) —редукционный коэффициент, равный

<р(г, х) £0

Деформации кручения срединной поверхности сопутствуют рас­
пределенные по контуру погонные крутящие моменты, интеграл ог
которых, распространенный на весь поперечный контур, равен:

"(*>  = О0ф( -1) *.*.-!-*  - С0Л (ё + ф <1 ,
причём

/*  = ^ЛфбМх; ф(2, 5) = ^.(7(24 5),

8—толщина стенки. 
Функционал полной энергии стержня имеет ви

Э = § | До р Ф р?^х + Со Ср — (-<0 фо3 рг/х +

4- ( — дХ — 7л--’ — <7у — тг 0 4- Ьр 0)] ¿Д +

+ №■:, - о’ ои + < - л1° ь - Ха + в»а).
где

дг (г) = -( рг ¿¿8, дх = Ф рх р с1х, ду = $ ру р ¿/у,

тх = $ р^урД/х, ту = — \pzXrPds,

Мг — ‘1 (— Рх У 4" Ру л’) Р ^5? &р ~ с| Рг ш Р"

р = р(х).
' Ро
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Необходимое условие минимума данного функционала соглас­
но вариационному исчислению приводит к естественным граничным
условиям, которые определяют обобщенные силы

Подставляя выражения (11) и (10) в (14) — (17) и учитывая
равенство (12), нетрудно получить формулы для обобщенных сил

Г дег 
ууо = ¿"оФ ¿г ~Т ?3р<7$; (И)

/И0 -
■ .

(15)

=
/• дег _

В о Ф в2 рл од (16)

В° = — ¿'о Ф ег —• г3 Р ^5.
л 0 0 (17)

N — § огор ¿/5,

Л4- = — § 0рб/5 = — $ ХЗг О ¿/5,

Мх = $У

$ <•) &р ¿/5.

(18)

Формула для нормальных напряжений щ через обобщенные си­
лы М, Му, Мх, Вы находится путем подстановки значения (12) в
уравнения (18) и решения этой системы линейных алгебраических
уравнений относительно неизвестных

После этого найденные величины подставляются в формулу
(12).

В результате получится

сг(г, $) = ? (г 5) |т + Фт^- М ~ТУ
Т7Л 1 О1*

+ Вд р 4-
ф'П*  +

■'тл- 1 ту '
ь В«.,
+ Л,. <0* — 7./ 1

г (19)

Здесь

у*
V у /1Л'У (х -^т) ■>— У Ут ,7 ту

X*
ТЛ

- у.);

<-*  = (0 — Л^(у - Ут) 4- у а (х — А'т) — = <0 — л\/ У 4- у а X +
♦

•’о;

Л4Тх — Мх — УтА,г; 7ИТу = Му 4- л*тЛг;
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Bu*t  — But 3^1yxt H- Vd -^Tt/t

s

3тху   3ху Ху Уу В\

Уа = k

/ту = /y-x2F;
1 .
/2 ’ххц

П-Су

£•)];

TX

(5аьг Х-[

= <[) (о р ¿Ух; Iх = $ у2 р срЗ ¿/х; /у = $ х2 р ¿/з;

/Лу = $х у р оВ^х; 5а>Л = $ и х р <р8 ¿/х;

ЗиУ = £ со V р ?о 1^ = $ со2 р уй
По виду формула (19) совпадаете выражениемЦюрмальных на­

пряжений для прямолинейного стержня [4]. Сущность же входя­
щих силовых факторов и геометрических параметров отличается.

В случае симметричного поперечного сечения при решении изо­
термической задачи в главных центральных осях формула
принимает вид

(19)

дг М~ — М~ — В- —
^ = —Н-^У-Т^х 4-^со

В 'х 7 у Уо>

и по форме совпадает с известными выражениями [1, 2].
Х О Xдаже если пренеоречь величиной — по сравнению с

положить

(20)

Однако,
единицей и

у = у; х = х;
отличие обнаруживается

Покажем это. Используя
обобщенных сил (18), находим, что
108

то и тогда
N и X.

(О = (О ,

в значениях обобщенных сил
зависимости (9) и формулы

между обобщенными силами

k = —
1

X

 

 

  

 
 
 

  
 

 

 

  

 
 
 

  
 

 

 

  

 
 
 

  
 

 

 

  

 
 
 

  
 

 

 

  

 
 
 

  
 

 

 

  

 
 
 

  
 

 

 

  

 
 
 

  
 

 

 

  

 
 
 

  
 



 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

ц'ории тонкостенного стержня (18) и обобщенными силами теории
криволинейных рам

= Мх = у<52Ъ(1з\ /Иу = — $
утанавливаюгся соотношения

77 == N + А ;ИУ; Му = Мх + — В«; Му = Му.

В случае изгиба в плоскости стержня
|,ит в формулу изгиба кривого бруса

выражение (20) перехо-

3. Поток касательных сил, сопутствующий нормальным напря­
жениям (19), найдется из уравнения равновесия элемента оболоч­
ки вращения

Р(5)
с) (о25)

4- д (р2-7)
Ps + 9-Pz = 0. (21)

Пусть на стержень кроме поверхностных сил (13) вдоль одной
из кромок действует погонная нагрузка 7(2, х1)=71(2), а вдоль
другой — 7(2, $2) = 7з (2) .

Тогда выражение для потока касательных сил примет вид

?(г, 5) = <7, (?) - 4 $ Гр 44 + р р4 аз. (22)
Р С з

Перерезывающие силы и крутящий момент от потока касатель­
ных сил определяются выражениями:

Q.r = Ф qdx; Qy = § qdy\ Мш = f qdu.

Принимая во внимание значения обобщенных сил криволиней­
ного тонкостенного стержня (18) и уравнение (21), нетрудно убе­
диться в справедливости равенств

= $ d~^~^ds = ~Яг М ?(5!)71 ~ Г'2($2)72>

¿41-
-р/- = - Q.v-Wy 4-x(52)p(5j72-x(Si)p(5i)7i,

¿4i~ _
= Qv _ тх + у (sj ^(sj q{ — y (х-) р2(х2) 7г>

-ру = Л/ш — Ьр 4- w (51)р'2(51)71 — w (х2)р2(х2)72.

При <p = q?(s), Л —const, /TX = const, /Ty = const, I«ф

нормальных напряжениях, определяемых формулой (19) с учетом
соотношений (23), выражение (22) приводит к следующей формуле
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(23)

1

= const и

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 



 

  

 
 

 

 

 

 

потока касательных сил для произвольного поперечного сечения
криволинейного стержня:

7 (г, х) = 7! (г) +

где

= Ру + Ут 7*  — тх + У ($2) р2 (^) — 7(х2) ? (х2) 72;

Рх = рл- + А 7*  + ту — Л- (5о) р (52) 72 + А- (хО Р (50 7р

= Мы* -~ЬР^ + <•>*  (51)р2(5‘1) <71 — «>*(5 2)р2(52)72;

7И0)» = = ТИю — Ха РУ + у а Рх 4- со о (]г‘,

5 _ 5

7 = ] ? (5)р о ¿/5, = .( У*  ?(^)рМ5;
¿1 ¿1

5 " 5

= I X*  ср (б') р О 50)* = ] <о * ср р) Р 0 с1х.

В случае симметричного сечения, отсутствия продольных рас-
1

пределенных нагрузок (р2 = 0) и пренебрежения величиной 1— р“
по сравнению с единицей, формула (24) принимает известное вы­
ражение [2] для потока касательных сил криволинейных рам-
стержней:

<7 (2,5) = - .
\ ¡X 1 у }

Рассмотрим пример расчета нормальных и картельных напря­
жений для профиля, показанного на рис. 2, и сравним расчетные
величины с экспериментальными.

В рассматриваемом случае закрепления и нагружения стержня
нормальные напряжения вычисляются по формуле

в которой

Рис. 2.
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/тл"= 7ТЛ- = 0,80/,

= /.. = 0,472;

(1 — половина длины проекции коц
тура стержня на ось Ох.

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 



 

 

 

 

 
 

 

 

¿о = 1,75 сл2; — =0,0463; к = 2,4; = 0,158а;
Ро

?а = р0 — Ха, ь = 8,29; й = 3,5 см.

— = — сое 8 = — соб 2,7° ~ — 1.
Ро

+ = 0,344-858 вЬ 0,344-776-6^/₽  +
Ро

+ 0,110-4 соз р 1з=о,о48 = — 0,190.

1,17+ 0,456, х = 1, - 1,08<у<0,
М=  0,013 + °’422* _ , |х|^ 1, у = 0,
у 1 —0,046л

. 0,91 у - 0,39, х = - 1, 0 + у с 1,08.

Поток касательных сил определяется по формуле (24), которая
принимает вид

к
р2 ($)•

I____

р2 (5) /со* Ро

Л4ы* О'!)

где

1-^=- 5со*
р2

1 5ъ>*
(ГйЪ р2(х)

—0,27—1,06_у—0,756у2, х=1 - 1^08 < у<0,
—0,7—0,05х_+ 0,437л2 + 0,04л3, |х|^_1, у=0,
-0 25 + 0,85у - 0,573у2, х = -1,0<у- 1,08.

0,26— 0,26'у —_0,46у2,_х =_1 - 1,08^у + 0,
— 0,002 + 0,25.x + 0,01 х2, |х|^1, у = О,
- 0,25 -0,29у+0,48у2, х = -1, 0^у<1,08.

■ = 0,992-696 сЬ Кб Р - 0,992-461 зйКЬ 3 -
Ро

— 0,1 1 Э1П (3 (3=4,350 == 0,86.

Эпюры нормальных и касательных напряжений изображены на
рис. 3 и 4. Пунктирной линией даны значения нормальных напря­
жений, которые вычислены по методике работы [2]. Точками пока­
чаны экспериментальные данные.
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Рис. 3.
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