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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ С КРУГЛЫМ УПРУГИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ 
НА БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ

ПРИНЯТЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ
7?, й — радиус срединной поверхности и толщина оболочки; /?0, Й1— радиус 

и толщина включения; щ —  декартовы координаты точек срединной поверхности 
г

оболочки; Р =  ® — полярные на развертке цилиндра координаты (рис. 1);
-  й. ° /? /?
й1 =  — относительная толщина включения; , /. — — без-

сх

Рис. 1
размерные параметры; и, и, т —  компоненты перемещения оболочки; М р , А р 5 
Т р() —  изгибающий момент, нормальная и касательная силы в сечениях оболочки 
для дополнительного состояния; ф* — обобщенная перерезывающая сила в смысле 
Кирхгофа; ар ) тр в  — нормальные и касательные напряжения в срединной по­
верхности оболочки; о® , — изгибные напряжения и напряжения кручения;
Е, ¡л — модуль упругости и коэффициент Пуассона материала оболочки и включе­
ния.

п р  и м е ч а н и я 1. Перемещения и усилия для включения обозначаются дополнительным 
индексом 1 внизу.

2. Перемещения и усилия в основном состоянии обозначаются дополнительным индексом 
О вверху.

3. Изгибные напряжения и напряжения кручения у наружной или внутренней поверхностей 
оболочки снабжаются соответственно дополнительными индексами И или П.
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Рис. 2.

В авиаконструкциях часто встречаются элементы в виде круго­
вой цилиндрической оболочки с круглым вырезом, закрытым 
крышкой. Если крышка достаточно толстая, то в расчетной схеме 
ее можно рассматривать как жесткое включение в оболочке, в 
противном случае как упругое включение (упругую шайбу). 
Крышку вместе с окантовкой выреза, если таковая имеется, можно 
приближенно представить искривленной пластинкой постоянной 
толщины.

Таким образом приходим к расчетной схеме, представляющей 
собой цилиндрическую оболочку, в круглый вырез которой впаяна 
упругая шайба в виде элемента более толстой оболочки. Строгое 
решение подобной контактной задачи вызывает большие затрудне­
ния. Поэтому будем приближенно считать, что силы, моменты н 
перемещения в шайбе вблизи линии ее спая с оболочкой опрои' 
ются по таким же формулам, как и вдали от нее. Полагаем, что 1 
рез в оболочке имеет «средние» размеры, что позволяет использо­
вать для решения задачи теорию пологой оболочки.

Исследуются три варианта расположения упругого включения
относительно оболочки—когда у них совпадают срединные (схема а 
на рис. 2), наружные (схема б) или внутренние поверхности. Рас­
сматривается осевое растяжение оболочки (задача 1) и нагруже­
ние системы внутренним давлением (задача 2).

Напряженное состояние как оболочки, так и упругого включе­
ния условно разбивается на основное и дополнительное. В основ­
ном состоянии оба элемента нагружены равными усилиями, соот­
ветствующими их значениям в оболочке без выреза при рассматри­
ваемой внешней нагрузке. В дополнительном состоянии к оболочке

  

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

 
 

 



и включению приложены силы взаимодействия таким образом, 
чтобы суммарные усилия обеспечивали удовлетворение условий 
совместности перемещений по линии спая.

Для исследования дополнительного состояния используется диф­
ференциальное уравнение пологой цилиндрической оболочки от­
носительно комплексной функции /7 =  и»-|-Г(р[1]. Решение этого 
уравнения в полярных на развертке цилиндра координатах приве­
дено в [2]. Применительно к напряженному состоянию, симметрич­
ному относительно £ и тр оно имеет вид

^(р, 0)=  2 /^ ( х ) с о з  у9; ?(р, 0) =  2 /у ?у (х)соз уО, (1)
у = 0 , 2 , 4 . . .  7 = 0 , 2 , 4 . . .

7  ОО

где (х) =  (— I)2 аЛу(х) — Вп Ц х ) ] ;
7 ОО

<ру (х) = ( -  Щ  2 М Л „ .,(х )+  (2)
п = 0

/у =  при у =  0; /у ~ 1 при у =# 0.

Функции ал> (х) и ¡Злу (х) определяются, как показано в [5]_, че­
рез линейные комбинации произведений кегд (х|2) и кПд(хУ2) на 
Ьега (х]/2) и Ье1(ху2) с соответствующими индексами. Здесь

X = юр, о =  3 ( М ? )  ■ (3)

Через А п и Вп обозначены постоянные интегрирования. Обо­
лочка полагается достаточно длинной, вследствие чего в (2) удер­
жаны лишь убывающие при больших р функции.

Для упругого включения следует, в отличие от оболочки, удер­
жать лишь возрастающую при больших р часть решения дифферен­
циального уравнения, так как при р = 0 убывающие функции либо 
сами стремятся к бесконечности, либо стремятся к бесконечности 
определяемые с их помощью усилия. В итоге, на основании [3, 4], 
имеем

ОО

(р, 0) =  с + 2  I (хД со 8 уО; 
7 = 0 , 2 , 4 , . , .

7  ОО

где у (хД = (— I)2 [сп (хД с1п тЛУ (хД]; 
п=0

V ОО

<?1у (хД — (— 1) “ Тду (хД С1п (-̂ -Д] 1п=0

X! = р,

(5)

(6)

 
 

 

 

 
 
 

 



Константа с в (4) характеризует жесткое смещение включения 
«о поентелыю оболочки по нормали к срединной поверхности в на­
чале координат. Расчетные формулы для функций (ху) и тЯУ (%0 
приведены в работе [4]. В (6) учтено, что оболочка и включение 
изготовлены из одного материала.

Ряды для усилий и перемещений и и V, вытекающие из решения 
(I), приведены в [2]. В работе [3] даны выражения для усилий и 
перемещений применительно к круглому кольцу, вырезанному из 
цилиндрической оболочки. Опустив в них убывающие при больших 
(> члены, можно получить соответствующие зависимости для упру- 
I ого включения.

Решения (1) и (4) удовлетворяют тождественно, при произ­
вольных значениях постоянных интегрирования, условиям одно­
значности перемещений и уравнениям равновесия круговой зоны.

Граничные условия задачи при р =  1 (х =  со, х г = имеют вид

Ж  -  8 ( Ж  + ДГ°) =  Мр ; Ж  = ;

da»i dw .
~д~ ~  ~др'

hi —• h

2/?0

dw\ , n— ! = v 4- ц°. 
дв (7)

Здесь о = 0  для симметричного, В = 1 для внутреннего и 8 =  — 1 
для наружного включений.

Для оболочки, в случае ее нагружения по торцам растягивающи­
ми силами N ,  имеем

№ = 4 - ( > +cos20); r ; e = - 4 - s i n 2 0 ;
2

n XN г, 'rvXN .. , п v.XN . n n  ,о ч
=  _  |Л __; и о=  4_ cos 20); ц° = ---- sin 20, (8)

а при нагружении цилиндрического сосуда внутренним давлением 
получим

№р = Р — (3 — cos 20); 7’°© = / ; — sin 20;
4 4

_ ( 2 ~ -,J) W  .
2Е ’

(1 — 2в)хХр/?
4£

(1 +  cos 20);
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Задача 4а
6  
б

(1  — 2|1) ХЛ/7/?

4Е БШ 20. (9)

Перемещения точек срединной поверхности включения и°1} vo
1 л ш°] по линии спая с оболочкой определяются по соответствующим 

формулам (8) и (9), в которых следует Л заменить на 2ц.
После подстановки в (7) рядов для усилий и перемещений от­

носительно постоянных Лп, 5 П, сп , 4  и с получается бесконечная си­
стема линейных алгебраических уравнений. Если в (1), (2), (4) и 
(5) ограничить суммирование до У1тах =  Птлх =  к, то с уче­
том линейной зависимости, имеющей место между некоторы­
ми уравнениями [2, 3], придем к замкнутой системе урав­
нений.

Задача была запрограммирована и просчитана на 
ЭВМ «Урал-2» при значении коэффициента Пуассона ц =  0,3. 
Ниже приводятся некоторые результаты вычислений, где на­
пряжения в оболочке по линии спая с упругим включением отне­
сены к характерным напряжениям о° для оболочки без вы­
реза при тех же нагрузках. При осевом растяжении при­
нято о =  — , а при нагружении внутренним давлением —

Характер изменения напряжений в оболочке вдоль контура 
спая с симметричным включением в случае осевого растяжения
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Рис. 5.



Задача 1а

(задача 1а)* ** приведен для со=2 и Н=4 на рис. 3. Напряжения о с
р 

достигают здесь максимума при 0 =  0, а£, с"в и а£в — при 6 =  л/ 2 , 
а 'рв и  тТ *  — при 0 =  л/4 . Зависимость максимальных напряжений 
от параметра со для /г =  4 представлена на рис. 4, а на рис. _5 по­
казано, как при со = 2 изменяются напряжения в функции от ЛД. =  
=  У/Д По мере роста относительной толщины Л напряжения 
стремятся к их значениям для случая жесткого включения [5].

* В соответствии с рис. 2 будем к номеру задачи добавлять букву а для 
симметричного, букву б — для внутреннего и букву в — для наружного включе­
ний.

** Ввиду того, что напряжения кручения относительно невелики, они на 
рис. 3 не показаны.

Ввиду того, что компоненты напряжения достигают наиболь­
ших значений в различных точках линии спая, то для более полно­
го представления о напряженном состоянии оболочки были под­
считаны эквивалентные напряжения оэ по энергетической (энергии 
формоизменения) теории прочности. Для задачи 1а зависимость 
пП1ах

9 от параметра со приведена на рис. 6. Кривые соответствуют 
/1 =  2; 4; 6. При относительно небольших значениях со эквивалентные 
напряжения достигают наибольшей величины у наружной поверх­
ности оболочки (до излома на кривых), а затем — у внутренней.

На рис. 7 и 8 приведены графики максимальных эквивалентных 
напряжений в оболочке в зависимости от = !//7 для задач 16 
(внутренняя поверхность оболочки) и 1б (наружная поверхность). 
Подсчеты выполнены при со =  О,5; 1; 2. Для сопоставления на графи-
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Задача ¿5"



1 . 5 ------ -------- -------- -------- -------- !____ _____I____ I____
О 20 4о ео 80 9 °

Рис. 9.

0=2,

Ч

^  = 2
= 1

задач □ 46

1

\  ьада<-/а 1а

' задси¡а 15'

I и нанесена кривая, соответствующая симметричному включению 
при и) 2. Из графиков видно, что с точки зрения прочности оболоч-
I и I лмыми опасными являются односторонние включения отиоси-
........к* небольшой толщины (Л порядка 2—3). За счет подобных 
н| ночепий эквивалентные напряжения в оболочке могут возрасти 
и ра 1а и более, в то время как при симметричном включении 
о.... , не превышает в этом случае 1,25 о°.

11рп одностороннем включении изменяются по сравнению с сим- 
01 грпчным все компоненты напряжения в оболочке. Однако наибо-
II г существенно характер включения отражается на величину из- 
I нПпых напряжений ор . На рис. 9 показан на примере о) = 2 и /г =  2 
|.ни>п изменения о”" по контуру спая с симметричным, внутренним 
и наружным включениями. Из графиков видно, что в случае одно-

|ор()|1пего упругого включения значения изгибных напряжений 
И1.1ЧП гелыю выше, чем при симметричном. Не менее важным яв- 
С.1Г1СЯ п тот факт, что достигают они максимума либо при 0 = 0 
(I г. гам же, где и напряжения о-рс)> либо в близких точках.

Зависимость максимальных изгибных напряжений от ь /ы приве- 
11-113 для задач 16 и \ в  на рис. 10. На характер этих кривых влия- 

ии н основном два противоречивых фактора. С ростом /г увеличи- 
1П1СГСЯ, с одной стороны, момент от сил, лежащих в срединной 
поверхности включения, относительно средней линии сечения оболоч- 
| и Р I . А это ведет к росту изгибных деформаций оболочки. С дру- 
....  стороны, повышается изгибная жесткость включения, что пре- 
пи 1С1пуст повороту сечения оболочки по линии спая. Сначала пре- 
оПллдасг первый фактор, и изгибные напряжения возрастают (до
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/
- задоча 18

-З аде ча 18”

0)«2
0*0,5

Ы»2 0=0,5

0,2 0,4 0,6 0,8

Рис. 10.

/1 = 2,5— 3,5), а затем уже начинает сильнее сказываться повыше­
ние изгибной жесткости включения, пропорциональной кубу его 
толщины. Обратим внимание на то, что чем больше (о (при фикси­
рованных Я. и /г это равносильно увеличению /?0), тем выше значе­
ние Н, соответствующее максимуму кривых. Это и понятно, так как 
с ростом радиуса включения повышается его податливость.

Сопоставление графиков рис. 10 с кривыми рис. 7 и 8 показы­
вает, что они имеют максимум при близких значениях /г. Таким об­
разом, можно сделать вывод, что основную ответственность за 
столь существенный рост агаах

г) в случае одностороннего упругого 
включения, особенно при относительно небольших значениях к, не­
сут изгибные напряжения ор .

Остановимся на результатах вычислений для случая нагруже­
ния системы внутренним давлением. Характер изменения напряже­
ний в оболочке по контуру линии спая с симметричным включени­
ем (задача 2а) показан, в качестве примера, для со = 2 и /г =  4 на 
рис. 11. Напряжения ос

р, которые являются определяющими, дости­
гают максимума при 0  = л/2. Максимальное значение изгибных на­
пряжений Э<в (0 = 0) составляет около 56% от наибольших мем­
бранных напряжений, но при ® =  л/2 они относительно невелики. 
В конечном счете получается, что оэ

гпах лишь немногим превышает 
здесь максимальное значение Зависимость максимальных на-
12

 

 

 
 

 

 
 



Задача 2а

Рис. 11.

Рис. 12.
3



Задача 2а

Рис. 14.



Задача 2д

Г 1

ч .
0)=/ (¿=0,5

2— зада ча 2а, со =2 —---

Задача 2£

пряжений в оболочке от параметра со при й=4 показана на рис. 12, 
а зависимость напряжений от н/ь, при со =  2 — на рис. 13. Измене­
ние толщины включения сказывается на величине всех компонеи- 
гов напряжения, но наиболее чувствительны к этому напряжения 

и изгибные напряжения при 0 = 0. С увеличением оз максималь­
ные значения напряжений падают, зато растут изгибные на­
пряжения, особенно заметно до со~1.

На рис. 14 представлена зависимость оэ
т а х  от параметра со для 

(адачи 2а. При /г —2 эквивалентные напряжения имеют наиболь-
15

 

 

 
 



nine ni.i'ieiinn у внутренней поверхности оболочки. То же наблю­
дается и при /i= 4  и Л =  6, но за исключением участка 0 < со ^  
• 0,2 0,25 (до излома на кривых), где пэ

т а х  соответствует наруж­
ной поверхности. Зависимость сгот а х  от со получается достаточно 
сложной, что отражает отмеченную выше противоречивость влия­
ния параметра со на отдельные компоненты напряжения. С ростом 
относительной толщины включения эквивалентные напряжения в 
оболочке возрастают, оставаясь все же ниже, чем для случая же­
сткого включения [5]. Аналогичное влияние наблюдается и в зада­
че 1а.

При одностороннем включении в оболочке растут, по сравнению 
с симметричным, изгибные напряжения а их наибольшее значе­
ние смещается в точку максимума напряжений Качественно 
толщина включения влияет здесь на величину изгибных напряже­
ний так же, как и при осевом растяжении оболочки, в связи с чем 
соответствующие графики не приводятся. На рис. 15 и 16 представ­
лена зависимость or3max от ь / ц, для задач 26 (внутренняя поверх­
ность оболочки) и 2в (наружная поверхность). Наибольших значе­
ний эквивалентные напряжения достигают при небольшом значе­
нии h (порядка 1,8—2,2). В случае со = 2 и А=2,2, например, для 
внутреннего включения они на 70% выше, чем для симметричного.
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