
 
 

 

 

 

 
 

 

 

В. И. ЛЕОНОВ, X. С ХАЗАНОВ

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ,
НАГРУЖЕННОЙ ЧЕРЕЗ КРУГЛУЮ ПЛОЩАДКУ
НОРМАЛЬНЫМИ ПОВЕРХНОСТНЫМИ СИЛАМИ

Рассматривается напряженное состояние цилиндрической обо
лочки (радиус срединной поверхности R, толщина /i) с упругим
включением радиуса Ro и толщиной h^h. Включение представля
ется как элемент цилиндрической оболочки. К нему приложена нор
мальная поверхностная нагрузка <7п(р, 0) = q р cos 0, где р = дг> Щ)
г, 0 — полярные на развертке цилиндра координаты*.  Предпола
гается, что момент от внешней нагрузки уравновешивается соответ
ствующими усилиями на торцах оболочки.

* Все обозначения в настоящей статье приняты такими же, как и на стр. 3
настоящего сборника.

Будем решать задачу сопряжения нагруженной круговой обла
сти (р^1) с внешней областью оболочки, лишенной поверхностных
сил. Полагаем, что оболочка и включение имеют общую срединную
поверхность.

Для исследования напряженного состояния системы использует
ся дифференциальное уравнение пологой цилиндрической оболочки
относительно комплексной функции F = [1]. Как показано в
[2], решение однородного дифференциального уравнения оболочки
для напряженного состояния, симметричного относительно образу
ющей цилиндра и обратно симметричного относительно направля
ющей, имеет вид

оо оо

F(p;G) = X i [Ил /7л(г) + Сп Iп(г) ][/n-v(z) “Г (1)
9=1,3 п=0

+ Л-Н(г)] COS
Здесь An — an-]-ibn. Cn = cn-\-^n — комплексные постоянные,

Z = xVTl, X = сор, (0 = -L _ ;J2) -А_ .
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Усилия, действующие по замкнутому контуру р = сопз!:, приво
дятся к моменту , который связан простой зависимостью с по
стоянными интегрирования [3]

= ~ i (ап + Ьп^
п—0

(2)

Из условий однозначности перемещений и и v имеет место [31
соотношение

СО

2 («л — ьп) = о.
п=0

Для внешней области, удерживая только убывающую при боль
ших значениях сор часть решения (1), запишем

оо со

ТДр.Э) = 2 2^ Дл 7/n(z) [Лг_у(г) + /л-|-у(2)] COS vO.
v=l,3 п=0

Для упругого включения в решении однородного уравнения
удерживается лишь возрастающая часть:*

ОО оо

Д 1(р, 0) = 2 2 Сп 7rt(Zi) [7л—V(2i) + /n+v(z,)l COS уО,
V=l,3 п=0

(3)

(4)

(5)
где

решению однородного уравнения здесь следует добавить ча-
решение неоднородного уравнения пологой оболочки, кото-

имеет вид:

\ др2 р др р2 д В2 )
<-■ о4

К
стное
рое в полярных координатах

V2?2/7 + 4¿(o2

(6)
где

(7)

2___ ()2 , _É_ 4- — —
др2 р dp р2 дВ2

Можно показать, что для рассматриваемого вида нагрузки ча
стное решение уравнения (6) приводится к виду

Д*(р,  А) = (9Xi — 4¿ д?) К cos 0, К = о.

Этому решению соответствуют следующие выражения для уси
лий и перемещений в срединной поверхности упругого включения:

, КЕ пт*  КЕ • кг*  ЗК Е г.ЛД, = — Xi COS 0, T 1эЭ = —- Д'. Sin 0, TVie = -— X, COS 0,
/. 1 Л I Л!

* Здесь и далее дополнительным индексом 1 внизу обозначены параметры,
относящиеся к упругому включению.
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zz*  =
У./<Х2

-----8Й-" 1(5 + 12p.)cos0 — 9cos30],

уКх^
1 [(25 — 4p,)sin0 + 9sin30].

8«,

для упругого включения в каждом сеченииЗаметим, что
р = соп51 момент от внешней поверхностной нагрузки уравновеши
вается усилиями Л'* о и 7^р0 .

Граничные условия при р=1, выражающие условия равенства
внутренних усилий и перемещений в оболочке и во включении по
линии спая, будут иметь вид

Л41о = 34р , Ф1₽ — N1Р + N1Р — NР. ТТ1Р© = ГР&,

Wj + ф j90cos 0 = w, ux + «*  —(cos 0 — cos 30) + a cos 0 =K,

+ ф cos 0 = — ^p-°(5sin 0 + sin3Q — ¿zsinO = v. (8)

Здесь a — жесткое смешение включения вдоль образующей ци
линдра, ф— угол его поворота как жесткого тела.

К граничным условиям (8) следует добавить условие однознач
ности перемещений в форме (3).

Представляя внутренние усилия и перемещения, входящие в
(8), в виде тригонометрических рядов [2], получим бесконечную
систему алгебраических уравнений относительно постоянных ап,
Ьп, сп, dn, а и ф. В практических расчетах ряды заменяются конеч
ными суммами [4].
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О 12 3 0)
Рис. 2.

Задача была запрограммирована и просчитана на ЭВМ
«Урал-2». Коэффициент Пуассона ц принимался равным 0,3. На
рис. 1—5 приведены некоторые результаты расчетов для случая
К = (гладкая оболочка, нагруженная поверхностными силами по
круговой площадке).

На рис. 1 представлен характер изменения компонентов напря
жения в оболочке по контуру р=1 при со = 0,5. Наиболее сущест
венными по величине являются изгибные напряжения с',н и а™
Из рис. 2, где дана для р=1 и 0 — 0 зависимость изгибных и мем
бранных напряжений от параметров со видно, что с ростом со (пли с
ростом кривизны оболочки при фиксированных значениях /?0 и /г)
изгибные напряжения заметно падают и при со = 1,54-2 становятся
соизмеримыми с напряжениями в срединной поверхности. Значению
со — 0 соответствует плоская бесконечная пластина, нагруженная
по круговой площадке радиуса 7?0. Эквивалентные напряжения
пэн и оэв на наружной и внутренней поверхностях оболочки вычис
лялись с использованием теории прочности энергии формоизмене
ния.

На рис. 3 показан характер изменения напряжений в оболочке
вдоль образующей (0 = 0) при со = 0,5. Изгибающие напряжения
достигают здесь наибольших значений при р^0,8, т. е. на нагру
женном участке оболочки. Аналогичное явление наблюдается и при
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других значениях <о. Закон изменения нормальных перемещений
вдоль образующей приведен для (0 = 0,5 и <о=1,5 на рис. 4.

Кривые на рис. 5, построенные для (о = 0,5 и со=1,5, показыва
ют, что, начиная с о)(р—1) ^3, внешний момент М =-|~ л/?о3Ч вос

принимается уже практически только усилиями в срединной поверх
ности оболочки. Аналогичные результаты были получены и для
оболочки, нагруженной моментом через жесткое включение [3].
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Рис. 5.

На рис. 6 приведены результаты расчетов для при
(о==0,5 и <0=1,5. Сплошные линии характеризуют зависимость от
/11=Л1//г максимальных эквивалентных напряжений в оболочке при
р=1, имеющих место для положительных £ па наружной поверх-
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пости. Наибольшим значениям суммарных напряжений □” и у
наружной поверхности соответствуют штриховые и штрихпунктир-
пые линии. Графики показывают, что с увеличением /?1 напряжения

возрастают, а а© падают. Что же касается максимальных зна
мений эквивалентных напряжений, то они мало чувствительны к
изменению относительной толщины включения. В этом смысле
можно считать, что результаты вычислений согласуются с вывода
ми А. В. Саченкова и Ю. Г. Коноплева [5], полученными с исполь-
юванием экспериментально-теоретического метода исследования
цилиндрической оболочки с жесткой площадкой нагружения.
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