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КОНЦЕНТРАЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ В КРУГОВОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ С КРИВОЛИНЕЙНЫМ

ОТВЕРСТИЕМ

Принятые обозначения

R ,  h  — радиус срединной поверхности и толщина оболочки;
Ro  — характерны й размер отверстия;

X =  - д - ;  х  =  - j j -  — безразмерны е параметры оболочки;

(£> (Р>®)> (г > <р)— безразмерные прям оугольны е, полярные и ортогональ
ные криволинейные координаты точки срединной по
верхности оболочки (все линейные размеры отнесены 
к Ro,  ф иг. 1); 

и,  v, w — компоненты вектора перемещения в (р, 0 );
U ,  V’, W  — компоненты вектора перемещения в (г , у);

W , АТе , N p , N b , Т р0 — изгибаю щ ие моменты, нормальные и касательны е уси
лия в (р, 0 );

Gr , б/'ф , Р т, Р  S  — изгибаю щ ие моменты, нормальные и касательны е
усилия в (г , <р);

^  рЬ, Z r  — перерезы ваю щ ая сила и крутящ ий момент в (р, 0 )
и (г , ср) соответственно;

Ф — функция напряжений;
02 д2

V2 =  — оператор Л ап ласа.

В работе изложен метод определения напряжений в цилинд
рической оболочке, ослабленной некруговым вырезом средних 
размеров, при нагружении, симметричном относительно прямо
угольных осей координат (фиг. 1). Рассмотрен также случай впа
янной в отверстие абсолютно жесткой шайбы. С помощью метода 
возмущения формы границы, разработанного А. Н. Гузем [1], з а 
дача сведена к решению бесконечных систем алгебраических урав
нений (в нулевом и первом приближениях).

Расчету цилиндрической оболочки с некруговым отверстием 
посвящен ряд работ, из которых отметим [2], [3] и [6]. Подробный 
обзор литературы приведен в [4] и [7].
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1. У силия и перем ещ ения

( дюдуя общей постановке задачи о концентрации напряжений, 
данной Г. Н Савиным [6], напряженное состояние оболочки ус

ловно будем разделять на

Фиг. 1.

основное (для оболочкв 
без отверстия при зад ан 
ной внешней нагрузке) в 
дополнительное, в кото! 
ром по контуру выреза 
приложены усилия, обе
спечивающие удовлетво
рение граничных, условий 
Дополнительное напря 
женное состояние описы
вается уравнением поло
гой цилиндрической обо
лочки [5]:

(1

где yi) = W ( l ,  ri) +  i Ф(£, у),  

• X2 X .il2_ l t e a - u * ) (2)
Решение уравнения (1) в случае круглого отверстия для приня

того вида нагружения молено, переходя к полярной системе коор
динат, представить в виде [8]:

F ( p , 0 )

(/v =  0,5 при

2  2  L  B „ L nv (z) cos vQ,
v—0, 2, 4 .. п= 0 (31

О, /„ =  1 при v=5̂ 0),
где

L„v(z) = H n } ( z )  [ / n_ y (z )  +  / п+ у ( г ) ]  =  cl„v (х) + i$nv(x),

z  = х  у  2 i , x  = (4!

J m (z) — функция Бесселя; H „ * (z) — функция Ганкеля первого рода 
В п =  сп +  i d n — постоянные интегрирования.

Предположим, что функция

s  =  C +  e / ( C ) ,  / ( С ) =
k=l (5

где
s =  peia ; С =  r e iv ; | e | <  1; а к — постоянные,

конформно отображает бесконечную плоскость £ с круглым отвер
стием единичного радиуса на бесконечную плоскость s с отверстием 
заданной некруговой формы.

Применяя метод возмущения формы границы [1], для усилив
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п перемещений в оболочке с некруговым отверстием в нулевом и 
первом приближениях получим выражения:

СЛ‘} =  М У } +  kt A G {rl), G i n  = M i l) + k t AG ln  ,

Я<г) =  N i l) + ki Д Р ‘°  ;

P i l) =  N l n  +  kt ДP i l), Sr* =  Г<‘> +  k t A S l "  ;

G <‘>= +  kt AG<‘\  Z r l) =  Q<° +  k , A & l)\ (6)

m  , AI„,(i) (d W \P > ( d w \ y >  . . I d w y ^  
w  — w  +  ki a w  , ( ж ) = ( ^ j  + ^ д ( ж ) ;

£ /(<) =  a ( , )+Jfe ,A t/( 0 , V i n  = v i n + k t A V il), (7)

(2 =  0,1, ^o =  0, A j = l ) .

Здесь я  — нормаль к криволинейному контуру. Индексом 2 обоз
начен номер приближения. Формулы для М (/ \  M l ‘} ... v (l) можно по
лучить путем формальной замены р, 0, х  =  юр в выражениях (9), (11) 
и (16) работы [8] соответственно на г, ср, у =  шг. Используя диффе
ренциальные операторы» Z.JT, приведенные в монографии [7], получим

2 ED “  00 _  I _
Л 0 ‘ 1 )  =  “  2  2  Я [с (0 .  / 1Я¥ -  0) / 2nv] у  cos VCp,

U l t u  v V = 0 , 2 , 4 . . .  /2 = 0

ОО ОО

Л^ ‘ -  ~  Ш Г  '  2  2  ' •  И ’/ » .  -  7 » .. | cos >Т.
v = 0 ,  2 , 4 . . .  п = 0

оо оо

д я * 1» =  — ~  2  2  1СГ  /«»» +  d<0) /а»»] У cos vcp,
v = 0 ,  2 , 4 . .  /2 = 0

оо оо

A S « ) =  _ g T  2  2  I 4 0)7s«v +  d<°>77„v] y s in v c p ,
v = 2 , 4 . . .  /2 = 0

оо 8
А Я » > =  -  8Г  2  2  G  I 4 0)7i2«v  +  d ‘° > 7 n « v  ] у COS vcp,

v = 0 ,2 ,4 . . .  /2= 0

оо оо

Д О ^  =  ( 1 - р ) б̂  2  2  [£n°)/ 7nv ~  d^0)/gnv] у sin vcp,
v = 2 , 4 . . .  /2 = 0

оо оо

"  - Ш :  2  2  *» Jycosvcp,
v = 0 . 2 ,4 . . .  /2 = 0

OO CO

AU7(1) = 2  2  Я [c<0) f  \3nv — d (0> f Un,  ] y 3 cos vcp,
v = 0 ,2 .4 . .. /2=0
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оо оо

Л б ? ) <!> =  ! -  2  2 ^ [ c ( « ) / 15ny - r f ( 0 ) / 16nv] y 2cosvcp,
v = 0 ,2 ,4 . . .  п = О

оо оо

д ^ (1) =  ж  2  2  И.0) (s ,nV+y>s3n,) +  rf<°)(5,nv - y 254nv)] ycos vcpj
v = 0 .2 ,4 . . .  n = 0

oo oo

A V < 1 > =  Ж  2  2  [ с л0> ( 5 б -  +  У 2 5 7* v) +  d w  { s 5 n,  -  у 25 в « у ) ]  у sinvлетi <- /t '   ' n '    ✓ — w - ' / j - r
v = 2 , 4 . . .  n= 0  (8|

В формулах (8) приняты обозначения:
т

f t n , =  2  [*'4 С  +  Т  a ПР +  ~ ¥ Г1'ПР +
k=\

b t \  • b tO 1  р к
+  %  +  - j r  a /ipJ 2J T  u>*+1 COS ~2~ ’ (У]|

( t  =  1, 3, 5 . . .  15, p  =  k  +  1 +  v),
где
#i ,4 =  0 ,  # 1 ,3 =  1, # 1,2  =  р -+ /7 ,  # 1,1 =  /> [p .( 1 — p )  — 2 ( # + l ) ( l — p .) |— |

*i,o =  / > l w ° ( 2 — p )  +  2 ( # + l ) ( l  — p.)],

# 3 ,4 = 1 .  # 3 , 3 = 1 + P .  Ь 3 ' 2 = р \ [ \  —  2 р . ) # — (2  —  p ) /7 +  2 ( 1 — p)] —

— (1—l*)(A +l) — 2,

Ьз,1 = р  1(7—Зр) /7 +  (р—2) p2 — (4 —3p) k — (5 —3p)| +  (1 — [x)(/fe+l)2 +  
#3,o =  /72 [(2—p ) # / 7  +  (5—2p) p  3 (3 p) — (1— p)(# + 1 ) 2] +

+  2 /7 ( 1 — p ) ( # + l ) ,

# 5,4  =  0, # 3 , 3  =  0, # 5 ,2  =  1 ,

# 5,1 =  /7(3 — /7 +  2 # )—  1, #5,0 =  /?2(2 p) —  2/7 (# + 1 ),

4 # 7,4 =  0, # 7 , 3  =  0, # 7,2 =  1,

# -,1  =  /7(2 —  /7) —  # — 1, #7,0 =  /72 (# +  2 )—  2/7,

#9,4 =  0, #9,3 =  p, # 9,2 =  1 + + / 7 ,

#9,1 =  /7 | 1 /7 +  2 ( 1  p.) ( #  +  1)]  —  1, #9,0 =  /72 ( 2  — /7) —  2 / 7 ( 1 — p ) ( # + l

# 1 1 , 4 = 0 ,  # 1 1 , 3 = 1 .  #11,2 =  /7. # 1 1 , 1 =  —  2 / 7 ( # + l ) ,  # u  ,0 =  — # 1 1 , 1

# 13,4 =  0 ;  # 13,3 =  0 ;  # 13 ,2  =  0 ;

# 13 .1  =  1 .  #13,0 =  /7.

#15,4 =  #15,3 =  0 , # 15,2 =  1, # 15,1 =  /7,

*15,0 =  ~ / 7  ( # + 1 ) .  (1'
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k
S t n ,  =  2 ----- /  2 k l \  \ A t n p  +  ! l a p  +  K t n p \  COS ( 1 1 )

p { p 2—  1) У ^

(7 =  1, 3 ,  5 ,  7),
причем

А щ р  =  S/4 a !,p +  - y -  %  +  - y f  %  +  ~ y r %  +  - j r « n P ,

/ _  1 /"о- »" I g <l 1 g<0 _ \
1  t n p  —  y 2 ( o  <2 лр - |-2  у л/ ) + 2  +  у 2 лр+2/  >

=  J 2 (<] t2a nP - 2  +  - J ~ anp - 2 + '  ~ j r a n p - 2)  > O 2 )

S i ,4 = — P > 8 1>3 =  7 > + 2 —  ( / 7 + l ) 2, 8 j j2 =  ( 2  +  [л)/73 —

— ( ^ +  1) (P2— 1) +  (1—t*)A 
8,.i =  (2  +  |x) p* -  3/73 _  (1 + ! x +  2 ^ )  p'~ -  (*■+1),

Si,o =  7?2 1(3 +  |x)(& +  1) +  3 p  — (3  +  ;x £ + |x ) /7 2| ,  

g i J  =  4 \ i  -  o .
53.4 =  S3,3 =  0 ,  83,2 = — 4 p ,  S3jl =  4 ( 7 : + l ) — 4 / ? ( / 7 + l ) ,  83>0 =  4 / 7 ( l — p k ) ,

g 3,2 = 2 / 7, ^ 3,1 =  6 / 7 ( p -4- 1 )  — 2 ( 6 + 1 ) ,  

g 3,o =  4/73 +  2(T: +  4 ) / 72 - 2 (2 £ +  l ) / 7  - 4 ( A  +  1),

<73,2=2/7 , <73i =  2 / 7 ( 3 — / 7) — 2(7: +  1),

<7з,о =  — 4/73 +  ‘I k  p i  +  2  (27: +  3 )  /7 —  4  (7: + 1 ) ,

85,4 =  1, S5i3 =  —  ( p 2 +  p k — 3),  83j2 =  p — 3/72— / 73,

85,1 =  — 1X/74 4- (2& +  fxT: +  [x)/73 +  (3 +  [x)/72 +  ( k ~ [ x k — \>.) p ,

85,0 =  —  JX/75 +  [Х/74 — (3&— fx) /73 —  (3 +  jx) p i ,  g s , j  =  <76;  =  0 ,

57.4 =  8 7 , 3  =  0 , 87f2 =  4 ,  87>i =  4 ( 2 — Л/7— /72), 87,0 =  — 4 ( p 2 +  p — k — l ) p ,

g 7,2 =  2, g 7,i =  2 (/7—4 )(/7+1) +  2/7 (£+1);
g 7,o =  2/73 +  (4 7 :+  2 )  p 2 +  (27:— 6 ) /7  — 4 ,

97,2 =  —  1, <77,1 =  2/72 +  2 (&  +  2)p — 8,
<77,o =  2/73— 2 ( 2 k —  l ) / 7 2+ 2 ( ^  +  l )  /7— 4. (1 3 )

При /7 =  0 соответствующий член суммы (11) вычисляется по 
формуле

Ь
ak Ш

ь Г Г  [ A t n Q +  / / л 0 ] .у
В этом случае

81,4 =  81 ,i =  8],о =  0 , 8 i i3 =  — 1 » 8 i p2 =  jx —  1 , g p  =  0 ;

83,4 =  83j3 =  o3 o =  0 , 83>) =  83jo =  — 4, g 3>2 =  0 ; g 3,i =  g 3,o =  — 4,

857 =  g s i  — 0 . 87j  =  g p  =  0 .
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Замена и (9), ( I I )  и (12) t на 2 + 1  и апр на (3„р с учетом равенств 
b l+i ,j =  btj \ b t + i , i  =  <4i\ g t+i , j  = gii \  Qt+i j  =  qti  приводит к фор
мулам для f t+unv и с четным значением индекса 2 + 1 .

Функции <хпр, $пр и их производные, обозначенные штрихом, за 
висят от аргумента у, который для сокращения записи опущен. Вы
числение anp,Qnp и их производных можно проводить с помощью 
формулы

* я „ (у Ж М у )  =  Нп ’ (у K 2i) [.Л .-Л у1^2 i) + J  п+р ( y V 2 /)] (14)
Для функций / jnv , S;nv выражение под знаком суммы подсчиты

вается для двух значений р,  определяемых по формуле р  =  k +  1 +  v. 
Полученные результаты суммируются.

2. Граничные условия

В случае отверстия с неподкрепленным (свободным) контуром 
граничные условия в нулевом и первом приближениях имеют вид

[С ‘0)(г, ср) +  гСг1) (г, ср)]г=1= 0 ,

[Z<0)(r, ср) +  e Z < > , ср)]г=1 =  О,

\ Р ? \ г ,  с?) +  г Р ^ \ г ,  ср) + Р г (г, <р)]г=1 =  О,

[ $ ° ’ (г, ср) +  s 5 ^ ) (r, ср) +Sr±( r ,  ср)]г=1 =  0. (15)

Через P r , Sr-? обозначены компоненты основного напряженного 
состояния, которые можно представить в виде

Рт = Р г °  +  г Р (г1) ; =  SrV +  s АУ . (16)
Если воспользоваться выражениями (6), а также формулами

(11) работы [8], то на основании (15) и (16) можно записать:

^  2  1‘ -  d {nnf 2nv 1 cos.vcp =  kj A G {rn  ,64co2X
v=0 ,24 ... /1— 0

2  2  L> -  d i ' V f c v  ]C0SVcp =  £ (. ;64o)X
v = 0 ,2 ,4 . . .  n = 0

8ГГ 21 21 ^  Iе» +  rfn°/s«v ] COSvcp =  A °  +  &; ДЯА
v= 0 j2,4... /2=0 /

8coX
v = 2 f4 /2= 0
2  2  1 ^ '■/*.* +  4 ;)/ 7nv ] Sin vcp =  s £  +  kt A S ^  . (17)

(I — 0,1; k0 =  0; k x — 1).
Ограничивая в (17) суммирование до n = v  =  t (1 зависит от схо

димости рядов), получим с учетом линейной зависимости [8] замк-
46



нутые системы линейных алгебраических уравнений для постоян
ных «нулевого и первого приближений.

Граничные условия для оболочки с некруговым отверстием, в 
которое впаяна ж есткая шайба, имеют вид:

\ W {0) (г, с?) +  slT(1) (г, ср) +  W (г, <р)]г=1 =  с;
ГdW (г, <f) 
[ дг _ r = \  L дг

[(У(0) (г, ср) +  зГ/(1)(г, ср) + U ( r ,  cp)]r=1 =  [Uc(r,  ср)]г=1 ;

[1/(0) (г, ср) +  е ! / (1) (Г, ср) +  V  (Г, ср)]г = 1 =  [Ve(r,  ?)]r=i ■ (18)

Здесь U, V ,  W  — компоненты вектора перемещения в основном нап
ряженном состоянии:

и  =  О (0) +  ; V  =  V m  +  s l / <0) ; W =  +  s # (1) . (19)
Константа, с =  c(0) +  зс(1) характеризует жесткое смещение шай

бы. Появление в правых частях двух последних равенств (18) членов

U с =  Uc0) + sUcl)', =  И<0) +  e V (cl) , ' (20)
в которых

ц(°> =  с 2 х г (1—cos2cp); Ucl) =  r ( l —cos2cp)-

- с (0)

т
а

х l(& — 2 ) c O S ( £ — l)cp +  2 c O S ( £ + 1 ) ?  — £ c O S ( £  +  3)cp] ;
-«“ * Аг
/ г = 1

. ,(0) С ( 0 )  X  . „  т , ( 1 ) с (1) X  . п
V c  =  2— r s m 2 c p; V c  = ---------2— s in 2 c P —

m
— c<0) x V .  [(A—2) s in (£ — l)cp—2(6 +  l )s in(£  +  l)cp +  A sin(£ +  3)cp].

^  4r ,  (2 1) 
объясняется тем, что точки линии спая оболочки с шайбой сме
щаются не по нормали к срединной поверхности.

Подстановка выражений (7), (19) и (20) в (18) с ограничением 
суммирования n — v = t  приводит к замкнутым системам алгеб
раических уравнений для определения интегрирования.

3. Одноосное растяжение цилиндрической оболочки 
с эллиптическим отверстием

Приняв в (5) f ( g ) =  , получим функцию s, отображающую
внешность отверстия единичного радиуса на внешность эллиптиче
ского отверстия. В этом случае

а  — Ь п  а  +  Ь
£ -  н г р т  ’ 0 ~  _ ~  ’
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где а, б — полуоси эллипса, причем полуось а направлена по обр; 
зующей цилиндра. Рассмотрим частный случай нагружения оболо> 
ки растягивающими силами N.  Компоненты основного напряже! 
ного состояния (16) будут иметь вид:

Я<0) =  ~?г О +COS 2ф);

п ( 1 ) <21АГ . .
р г  ---- 2F* ( 1 —cos 4<р);

Ф* =  — i f  sin 2ср;

^ >  =  + ^ s i n 4 c p .  (2

Д л я  проведения числовых расчетов была составлена програм
ма решения задачи на ЭВМ «Урал-2»- П араметр  ш варьировался 
в пределах 0 < ш ^ 3 .  Случай <в — 0 соответствует плоской пластине: 
Н а фиг. 2—4 показаны графики отношений афс/о°, а̂ /а° на кон
туре отверстия в зависимости от ш (а0 — напряжение в неос* 
лабленной оболочке; а“ — напряжения в оболочке с отвер
стием от усилий Р ф, соответственно). В интервале 0 < и < 0 ,4  зна
чения а£/а0 совпадают с данными работы [2], если при опреде
лении коэффициента концентрации учесть только нулевое и пер
вое приближения.
48



Фиг. 4.
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