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Вопросы прочности элементов авиационных конструкций
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К РАСЧЕТУ ТОРООБРАЗНОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ

Принятые обозначения:

© —  угол между осью вращения торообразной оболочки и нормалью 
к ее срединной поверхности;

R г— радиус кривизны меридиана оболочки;
г п— расстояние центра кривизны меридиана до оси вращения обо

лочки;
6 —  толщина оболочки;
® —  угол поворота нормали к срединной поверхности;

Е  —  модуль упругости материала оболочки;
р. — коэффициент П уассона;

N 2 ,— нормальные усилия;
Q —  перерезывающая сила;

М и М 2 — изгибающие моменты (положительны при растяжении наруж 
ной поверхности оболочки).

rn R - ЕЬ3
* = ^ = 1 2 ( 1 - ^ ) - - ^

В статье излагается метод расчета торообразных оболочек, на
груженных равномерным внутренним давлением и осевой силой. М е
тод основан на применении степенных рядов для получения реше
ний основного разрешающего уравнения осесимметричного изгиба 
торообразной оболочки. В работе общий интеграл этого уравнения 
представлен через степенные ряды, записанные в форме, удобной 
для вычислений на электронных вычислительных машинах. Полу
чены расчетные формулы для определения внутренних усилий и 
моментов.

Уравнения осесимметричного изгиба торообразной оболочки 
можно получить, исходя из общих уравнений моментной теории 
оболочек вращения при осесимметричном нагружении [1]. Эти
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уравнения применительно к торообразной оболочке можно свести к 
одному разрешающему уравнению второго порядка.

L (а) +  ika =  Е(0) 

относительно комплексной функции

Здесь

V =  RQ

 ̂+  sin0 d2  +  Ctg 0
sin 0  rf02 6  rf0

к +  sin 0  

sin 0

d cos 0  ctg 0

(1)

(2)

(3)

/с+ sin  0

Если оболочка нагружена равномерно распределенным давле
нием р  и осевой силой Р, то правая часть уравнения (1) будет иметь 
вид [1]:

kpR2 ctg 0  kP (2k  +  3  sin 0 )  cos 0F(0) = (4)
2 k +  sin 0  2tc (k +  sin 0 )  sin4 0

Если o =  o ( 0 )  — решение уравнения (1) ,  удовлетворяющее за 
данным граничным условиям, то внутренние усилия и моменты в 
оболочке могут быть найдены по следующим формулам:

N i  =
p R

2

+ ;

1 +
k _  (2k  +  sin 0„) sin 0 O 

k +  sin 0  (k +  sin 0 )  sin 0  

P  . cos 0  V

+

2Tt/?(fe+sin 0 )  sin 0  k +  s in ©  R

n 2 =
p R I ( j j  +  sin 0 O) sin 0 O 

sin2 0

P  1 dV

2nR  sin20  R dQ

Ml =  D (Xj +| JJ.X2), M 2 =  D (X2 + ; UXj),

1 <Д> cos 0  &

(5)

(6)

(7)

(8)
R d&  k +  sin 0  R

Обратимся к интегрированию уравнения ‘(1 ) ,  в котором правая 
часть определяется выражением (4). Следуя В. И. Феодосьеву [2], 
введем новую искомую функцию т, связанную с сг зависимостью

т kP  f ctg 0
k +  sin 0  2n k +  sin 0

(9)

Тогда уравнение (1) упростится и запишется следующим ' обра
зом:

3 - 5 5 5 4

(k  4- sin 0)  z"  —  z' cos 0  -f  (1 +  г'Х) т sin 0

CO S0.4, i X ) * £ (1 0 )
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Перейдем далее в полученном уравнении к новому аргументу cl 
(фиг. 1)

а  =  —  — 0 .
2

Уравнение (10) при этом преобразуется к виду

(k  + cos а ) ------ h; sin а ------н (1 + i\) т cos а  =
da-  da

O f  +  (1 + , A) £ sin «. (11)
Наконец, подстановка

x  =  sin

переводит уравнение (11) в следующее:

(k + :  1 - 2 х 2)(1 - х 2) —  +  ( 3 - f c
dx-

dz
2 х 2) х  — + ,4 (1  +it'X)(l — 2 х 2)т =

dx

kJ f  +  ( i + u x ) | : х ф 1  —X". (12)

Общее решение полученного уравнения запишется в виде:

'  =  то +  х*-
Здесь 1 * — частное решение, т0 — общее решение соответствую

щего однородного уравнения

( k + Л -  2 х 2)(1 -  х 2) — 0 +  (3 - к -  2х2) х  ^  +  4(1 +,£+)( 1 —2 х 2)т0 =
dx- dx

=  0 . ( 1 3 )

Решение уравнения (13) будем искать в форме степенного ряда
' ОО

+  =  . £  а пх п.
п=0

(14)

Подставляя ряд (14) в уравнение (13) ,  получаем рекуррентное 
соотношение между коэффициентами ряда

0п+2 =
(А +  3) п2 — 6га — 4(1 + + ) 2га2 — 12га + 8  —8гЛ

• < *п — 2 - (15)
(А +  1)(га +  2)(л +  1) (А +  1)(га +  2)(га +  1 ) '

Из этой формулы видно; что четные и нечетные коэффициенты 
ряда вычисляются независимо друг от друга, причем коэффициен
ты ао и а\ могут быть произвольными. Полагая а 0= 0  и а х=\, полу
чаем первое частное решение п  уравнения (13)

Tj =  х  +  Ц3Х3 +<аъх°  + Ю 7 Х ' +>•••. (16)

Второе его частное решение т2 найдем, полагая а0 =  1 и а1 =  0,
т2 =  1 +  а 2х 2 +  a 4x* +  авХ6+ - - * .  (3 7 )
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Обозначив
а п =  or-п + : *ря, (18)

из (16) — (17), находим

xi =  У1 +  г’Ч> "2 =  У2 +  г’22; (19)
где

у̂  =  х -}-! 0Г-3Х3 4~- +< &zX?4“;* * *1 (2 0 )
zi — Рз-*3 + - Ps-*5 4-ifax74-;-• (21)
у2 =  1 -j-ix^x2 + 1  &цХ̂  +  а 6х6н ; (22)

г2 =  р2х 2 +  Р-Д4 4~; Рв-̂ 6 +  • • • • (23)

Для вычисления коэффициентов а„ и р„, как четных, так и не
четных, из формул (18) и (15) получаем:

_  (А 4-  3) re2 —  6л —  4___ __ 2пг —  12и 4-  8 „

050+2 _  (А + 1) (/74-2) 0 4 - 1 )  ( й + 1 ) ( п + 2 ) ( л + 1 )  0 - 2

+ ------------ 1*----------- ю -  2р„_2), (24)
T ( A + l ) ( n + 2 ) 0 + l )  v ' .

о _  (А + 3) /г2 — 6/г —  4 g _  2« г 12п +  8 „ _

Р" ^ 2 _  (А + 1) 0 + 2 )  0 + 1 )  (А +  1) (и + 2 )  (п + 1 )  Р” “ 2

4д ( * л - 2 * „ _ 2). (25)
0 + 1 )  0 4 - 2 )  0 + 1 )

Для вычисления нечетных коэффициентов а п и р„ в формулах 
(2 4 )— .(25) следует положить:

* 1  =  1» Pi =  0 .  a _ !  =  p _ i = 0 .

Четные коэффициенты а п и получим, приняв

ас о =  1, Ро =  0, а._2 =  р_2 =  0.

Нетрудно показать, что ряды (2 0 )— (23) и их производные схо
дятся при — 1 < > < 1 .

Вронскиан системы решений ti и т2 уравнения (13) имеет вид:
dz2 dz\   А +  1 —  2 х 2 /9R 1

1 dx 2 dx (А + 1 ) У  1 — х2

Подставляя сюда вместо t i  и  т 2 их выражения из (19) и раз
деляя затем действительные и мнимые части, получаем формулы
контроля правильности вычисления степенных рядов и их произ
водных:

dy-i ,, dy 1  ̂ dz2 !  ̂ dz\ А+ 1— 2х2 /fV74



Частное решение т* неоднородного уравнения (12) будем искать 
Также в форме степенного ряда

Т * = 1 м л, (29)
.'+ ! П=1

предварительно разложив правую часть этого уравнения в ряд

8  Г ~  + !  (1 + '  *V * V T = J ?  =  1  спх \  (30 )
2 2тс J п=1

Здесь сп — коэффициент разложения, который удобно предста
вить в виде суммы

сп =  с ’п + \ с п . (31)

Для коэффициентов с п и сп будем иметь

Сп =. (1 +1 г'Х) В„, с'п =  4kpR2Bn, (32)

где Вп — коэффициенты разложения

x V \ —x 2 — 2  В **" ,
Л=1

определяемые соотношением

В„+ 2 = ^ В П,
/I -f- 1

в котором /г принимает лишь нечетные значения и В i == 1.
В соответствии с (30) — (32) частное решение т* уравнения (12) 

можно записать в виде суммы

т* = Jk iy + iz) + i r {Y +,iZ)- (33)
Представляя функцию у +\iz в виде

у +  iz =  2  bn Х п (34)
П =  1

и полагая
Ьп =  т'п +  i ?1'n, (35)

Г д е  ч'п и о'п — действительные коэффициенты, получаем из (12):
(fc +  3)ra2— 6га — 4 , 2га2 — 12га +  8 ,

l n + 2 =  (fe+l)(n+2) (га+1) Т" (£+1)(га+2) (га+1)

+ , ----------------- ( S ;  _  2 о; _ 2) +   ^   ( 3 6 )
(& + 1)(га+ 2) ( /1 + 1 ) (& +  I) (га+2) (га+1)

(k  +  3 ) га2—  6я — 4 , 2га2 — 12га +  8
8 ’

°«+2 (А+1)(л+ 2 ) (л + 1 )  (А + 1)(л + 2)(п + 1)  ', “ 2 '
4А. / » o '  v п

~  (Л+1) (га+  2) (га+1) Тп_ 2>+. ( f t+ lx ’n + 2 )(«  + l) (37)
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Здесь
|х„ — 8kB n, v„ =  8k\Bn.

Из (34) и (35) следует, что

V =  f l \ x n , 2 =  f s ^ x " .  (38)
п—1 п=Х

В этих выражениях п имеет нечетные значения, причем 

T i=  Т- i  = 0 ,  31== S_i = 0 ,  [ij =  8k, Vi =  8 k l.
Представим далее функцию Y +  iZ в виде другого степенного

ряда

Y +\iZ =  %Ь"пх п, (39)
П= 1

в котором
bn =  Т п +  iK ■ (40)

Тогда

у= Ъ ч "п хп’ z = i snxn- (4i )
П =1 71=1

Формулы для вычисления коэффициентов у"п и 6  ̂ можно полу
чить из формул (36) и (37), заменив коэффициенты т „ , Т , р/ , v'
на Т ; ,  *'я . \  и положив

|А„ =  [1„ , vrt =  0.

Полученные результаты позволяют записать общее решение 
уравнения (1) :

о =  с1о1 -Н С2о2 + 10*. (42)
Здесь

k +  sin 8 ’ k +  sin 0
-(43)

0 * =  I / *  + , - £ .  (1Л _  * + ) & * =   k P _ _ c t g & _ '  4 4 )
R  fe +  s i n 0  2tc 6 + s i n 0

cv c2 — постоянные интегрирования. Полагая

П =  -  i X- j (A v-  1Вг), c2 ~ - i ^ ( A a -  iB2), (45)

где Alt S j ,  A2 и B 2 — действительные постоянные, из (42) и (43),
(44), (45), находим

V =  — (C++ +!  П + !  +• C2u2 +  D2v2) +  У*, (46),'
Н

O’ =  А̂ и̂  -f-| Â Û  “h!Вср2 ^ ** (47)
причем

«! =  — —------, =  ----- ——  , (48)
k +  sin 0  k +  sin 0
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у* — 1
k +  sin  0

И2 =

P

2тГ

У2
k +  sin 0

гг
k +  sin 0  

PR-
y  +  - i —  z k  c tg01 + i Y +  -x -Z

t'2 =  , , . (49)

. (50)

ft* =  i  (J2L г +-; 1 *  z) , (51)
k +  sin  0  \2nXD 2 ID  )

C 1 =  pAj + ;X B j,  Dj =  \>-Bl — XAj,  C2 =  pA2 +  XB2, D2 =  pB2 — ХЛ2.
Внесем теперь полученные соотношения в формулы (5) — (6). 

В  результате придем к следующим выражениям для вычисления 
усилий N 1 и 1V2:

N i = —  (См, + 1  DjO, +  С2 и2 +i Do v2)  — —R2 '  1 1 ^  2 2 Т  2 k _|_ sin 0 +  ■

+ + е , ( в ) .

N. D .о day , r ,  dv i . , n  d u 2 „  efo2
=  C ,  Ь D , ------- H C2 —  +i Do —

R2 I 1 (£0 rf0 2 dQ 2 d.Q
+

+ i ^ r B 2( 0 ) + , ^ - G 2(0).

Здесь

p

2 n R

F  i ( 0 )  = 1
( k +  s in 0 )2 

Gy ( 0 )  =  1 +

1 +  & s i n 0  +  (y + —  2 jCOS0

k +  sin 0

+  <Y + f z

(2k +  sin 0 O) sin  0 O 

(k +  sin 0 )  sin 0  

cos 0

+:

k +  sin  0

f 2(0) =  -
1

(k +  sin 0 ) 2
1 + ; & s i n 0  +  |y +i — z jco s© +

■, 1 /Чу , . ?■ dz
к 4 -  sin 0  I dQ A dQ

Ga(0 )=  1 +
(2k +  sin 0 O) sin 0 O 

sin2 0 - ( y + + z ) cos 0
(k +  s in 0 )2

_ l  I d Y  jx_ dZ \
k +  sin 0  \ dz A e/0 ) '

(52)

(53)

(54)

(55)

(56) 

+

(57)

Моменты My и M2 будут выражаться формулами (7), в которых

=  _L. l A yd- ^ M B y ^ + \ A ^  + ; В 2 — ) +
1 Г> 1 JO 1 1 JO 1 2  JO ' 2  ,Q .

dvi du2 dv 2
dQ dQ dQ ' dQ 2, Т 5 я -<0 )  +  2 Т > > :<58»

X2 = -^-(AyUy +! ByVy +| Ao«o + ; B 2u2) Г7ТТ17 + X—— 77o(0) +: 
R k -f- sin в  ZnhD

+ ; Ж / ( 0 ) ,
2AD 2V ’

(59)
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причем

Нг (0 )  =  2 COS0 I----------- i i  , (60)
(k +  sin 0 ) 2 k  +  sin 0  dQ

/  (0 )  =  _ Z c o s 0 _ , ------------ 1-------- rfZ
4 (A +  sin 0 ) 2 k  +  sin 0  dQ y '

Я 2( 0 ) = -------- гс°5 0  , /2(0) =  Zcos 0  • (62)
л  (6 -f- sin 0 ) 2 ' v '  (k  sin 0 ) 2 v ’

Изложенный выше способ интегрирования уравнения (.1) целесо
образно применять, если для рассматриваемой оболочки угол а из
меняется в пределах — или, соответственно 0 ^ © ^ п :.
Это объясняется тем, что степенные ряды (20).— (23), входящие в 
общее решение уравнения (1) при указанных значениях угла а  
имеют хорошую сходимость и вычисляются без всяких затруднений. 
С дальнейшим ростом абсолютной величины угла а  (или, что одно 
и то же, аргумента х ),  сходимость рядов (20) — (23) ухудшается и 
для вычисления их значений требуется суммировать очень большое 
количество членов ряда. Поэтому с целью сокращения трудоемкости 
вычисления рядов при расчете частей торообразной оболочки, име
ющих отрицательную гауссову кривизну, следует перейти в уравне
нии (10) к другому аргументу р, связанному с углом 0  зависи
мостью (фиг. 1) ,

P - f + . e .
Тогда уравнение (10) преобразуется в следующее:

(— k +  cos|3) —  +, sin —  +  (1 + .  iX) "с cos ,8 =
rf32 d'i

—  +  (1 +  27.) —  
2 v '  2 *

sin 3. . (63)

Сопоставляя это уравнение с уравнением (11) ,  замечаем, что 
оно отличается от последнего лишь знаком при коэффициенте k в 
левой и правой частях уравнения. Поэтому общее решение этого 
уравнения можно получить, перейдя к аргументу

зэс =  sm —
2

и воспользовавшись формулами (20) — (23), (24) — (25), ( 3 6 ) — ( 3 7 ) ,  
(38) ,  (41) для вычисления рядов у и z h у2, z2, у, z и Y, Z, изменив 
в них знак плюс при коэффициенте k на минус. Радиус р сходимо
сти вновь полученных рядов будет определяться равенством [3]

V:k —  1

Формулы (52) — (57), (7) и (58) — (62) для вычисления усилий
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i! моментов сохраняют свой вид и для частей оболочки с отрица
тельной гауссовой кривизной.

В заключение приведем результаты расчета сочленения цилин
дрического патрубка с круглой пластиной через торообразный' 
переход на действие осевой силы Р. Размеры сочленения показаны 
на фиг. 2. Основные параметры торообразной оболочки: й =  2,25, 
/1=44,0595 (при р =  0,3). Модуль упругости материала оболочки 
Е — 2 -  106 кг/см2. Сила Р = 1 0 0  кг. Усилия и моменты в торообраз
ном переходе определялись по изложенному выше методу. На фиг. 3 
н 4 приведены эпюры-меридиональных (aj )  и окружных (ог) на-

„  / sпряжении на наружной (z =  — , z — расстояние от срединной по
верхности оболочки, положительное от центра кривизны меридиа
на) и внутренней (z = ------^-) поверхностях оболочки.
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