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К РАСЧЕТУ КОНСОЛЬНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН
ПРИ СОВМЕСТНОМ ДЕЙСТВИИ ПОПЕРЕЧНОЙ НАГРУЗКИ И

НЕРАВНОМЕРНОГО-НАГРЕВА

Р п о с м е я н и е  годы  в о п р о с у  п о с т р о е н и я  приближ енны х м е т о д о в
.......   к о н с о л ьн ы х  к о н с т р у к т и в н о -а н и з о т р о п н ы х  п л а с т и н  п е р е м е н н о й  
« е о т к о о т и  у д е л я е т с я  м н о го  в н и м а н и я  к а к  в наш ей с т р а н е ,  т а к  и за  
p,v» •••*.< »м „ О то с н и з а н о  с т е м ,  ч т о  т а к а я  п л а с т и н е  сл уж и т р а с ч е т н о й
*........  >■ ои|1|1омгцмо1'о т о н к о г о  м н о го л о н ж е р о н н о го  кры ла м а л о г о  у д о и -
ш ui r i .......ш .и о л а н и в  г и п о т е з  т е о р и и  п л а с т и н  п о з в о л я е т  с в е с т и  р а с -
н т  гпцн11 i пижмой к о н с т р у к ц и и  к з н а ч и т е л ь н о  б о л е е  п р о с т о м у  и 
и ||||1мцчм.у и г и р и т м у , чем  в м е т о д е  кон ечн ы х  э л е м е н т о в  [ I ]  « В 
ти  пи i.... м н , «i т - н -i п е н н о , э т и  г и п о т е з ы  н е с к о л ь к о  сужаю т о б л а с т ь
Nn.iMiiiuiiii'o iipiiM i'inн и ц  п л а с т и н н о й  а н а л о г и и  [ 2 ]  « Т ем  не м е н е е ,  
Ищ||1пдн1И1ИИЯ П"кппыпи*1т п р и е м л е м о с т ь  т а к о й  р а с ч е т н о й  схем ы  д л я  
К||Ц1Н1>11 |.нгуп11|1п.||| 'Г|.'/гл',ур1 н а  несущ их больш их с о с р е д о т о ч е н н ы х
пигрунок (2  ) I

......... о »  .цини  и yiui i - ' ( i  н а п р а в л е н и я  н 8 п р я ж э н н о -д е ф о р м и р о -  
iifiiitiur. nooTiiHiiNif крон- .цлнотины  о т ы с к и в а е т с я  к а к  р е з у л ь т а т  в о з -  
цнй< ипи1 лиип игиипь , »ui. О дн ак о  и з в е с т н о ,  ч т о  кры ло л е т а ж о Я Ь - 
и н г ’1 ....................... п и .i..............  i п о л и т о  т а к ж е  и с у щ е с т в е н н о м у  н а -
г р о п у . И пинии о нтим и д и  п р о п о д о н о  обоб щ ен и е  м е т о д а  р а с ч е т а ,  
рмпни 1чн и и р я ш и и к  йнтпрп  | 5  5 ]  , дл я  у ч е т а  о д н о в р е м е н н о г о
ПОПДОЙОТ НИН ПН II |1М1р|' пниотину П11ОИ1НОЙ П0П0|ЮЧН0Й НМГруСКИ и 
llpiiMHtiiillUliit'n Ib I iliniiMlipilUI'O OObCMIlol'O темперитурпого ПОЛИ.

lUiii и и I <i I , |inof митрипнлтои КОИООЛ1.НЛП пластине пороммн- 
ной irtOTMiK iH, иTiiomiiiiiMii и luiooyriuii.HijM координптпм (ри< , 1 ).
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"ни ....тоит из толстой верхней и нижней обшивок, подкрепленных-

■■■■ г'ми «юоткости, создающими анизотропию упругих свойств« Про
" "пип ребра (стрингеры, пояса лонжеронов) не параллельны друг 
и I , и поперечные (пояса -нервюр) -  параллельны плоскости за - 
| ц|'ч.. То и другие схематизируются, как это принято в строитель- 

inn мо.ннике крыла, в виде гибких нитей, работающих только на 
"■пил напряжения. Обшивка находится в плоском напряженном состоя
нии.

Гомпоратурное поле предполагается стационарным«, Изменение 
М" .niH'iocKMx постоянных материала по температуре считается извест
или и учитывается при подсчете жесткостных характеристик пласти
ны. н связи о тем, что температурные напряжения в крыле представ- 
'Ы' т собой лишь часть суммарных, причем обычно меньшую, мембран- 
ши’ температурные напряжения не учитываются« Таким образок, сре- 
■luiiiiiiii плоскость пластины считается нейтральной« Кроме того, как 
"  ij' iiio , 1 6 ] ,  предполагается, что гипотеза прямой нормали остает- 
' и (шр1П1одливой и при неравномерном по толщине нагреве,

I.. Кяк и в [ 3 ,  4 ] , прогиб пластины отыскиваем в виде ряда 
m

О)
' /рппнония для определения неизвестных функций ipK (ip  получаем

■ П"Н111ц|,ю принципа возможных перемещений

Su‘ -«A, <2)
ц||тирый, следуя [ 6 ]  , считаем справедливым для рассматриваемой 
ицчоь несвязанной задачи термоупругости. ■

Дли роботы внешней нагрузки ¿А на возможных перемещениях 
можно поонользоваться выражением, полученным ранее в [3 , 4 ] , 
'■о in кик изменение потенциальной энергии пластины будет
....... ржоть по сравнению с [ 4 ] ' дополнительные температурные 
члены

8и*Ли + (Ш и). (3)

Hi.oi I. $ | |  определяется из выражения [4  ]:

ИфкЛ к  + Ф кЛ 'к*Ф * Л И '  (4>

о . . мьуигпион I ли Ф к = ф к . (у п ) выражаются формулами (3) работы [ 4 J .  
II"' uulu ку вычисление энергии пластины в [3 ,  4 ] проводится 
И «IIIГА
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суммированием энергии, накапливаемой в обшивке и ребрах (поясах 
нервюр, стрингерах), дополнительное слагаемое в (3) также найдем 
как сумму

¿ ( а и ) ^ ( д и о 5 щ ) ^ ( л и 11|)) * « ( д и 1 т р ) .  (5)

Для нахождения величины <9(Д и о йХи) необходимо вначале получить 
для плоского напряженного состояния закон Гука с учетом нагрева 
в косоугольных координатах . В прямоугольных координатах ос о у 
(ри с .1 ) этот закон имеет вид [ 7 ]

е
1 - ] ~ г 1 - £ х ‘ .н£э - ( Ь р ) ^ т ]

г х Г 2 о т р )  У*а ■

Используем установленную в [ 8 ] связь между компонентами 
напряжений и деформаций в прямоугольных х о и  и косоугольных 

о £ осях (рис0 I )

' ~ сол у

(6)

1 «5 ‘ ®х ®а “ » у .  2 г ^ з д у

г 1 Г ® х Ц Т '  г х а

(7)

(3)

Е а ‘ £ ?

!(*а* ■
Подставляя (6) в (7)ииспользуя ( 8 ) ,  получим закон Гука в 

косоугольных координатах:

(9)

г 1Л (1-/Ли>53¥ £ Г 9 £ Г 2 и ’Л % Г 6 т],
где использованы введенные в [ 3 ] обозначения

. 9=М П4>, /*1 У г ^ р  + (1-]4)Ог .
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Лии |.' пор, находящихся в одноосном напряженном состоянии, 
формулы (9) упрощаются« Так, для поясов нервюр6^ = 7 ^ - 0  (рис. I ) ,  
фп|'./|н ин (9) следует

6 ^  = Е собу (8  - ск I ) . (Ю)

Дли стрингеров вводятся вспомогательные координатные систе
ма I] ( о ( 1>( ( р и с .I ) ,совпадающие с их осями» Записывая (9) в этих 
пищ и учитывая, что 6?; > *0 (р и с . I ) ,  имеем

51 1Л>1

(П )

Запишем потенциальную энергию обшивки и ребер как полусумму 
произведений напряжений на соответствующие деформации и заменим 
напряжения по формулам (9) -  (II),адеформации -  по соотношениям
Кирх гоффа:

Последнее выражение после перехода к общим осям будет:

по ( I )  я вычисляя малое приращение потенциаль-

ч  _ 1—
1 cosг у  i- a

Заменяя u r
■энергии, получим дополнительное слагаемое (5) в виде

т

о

мой

(12)
m

гдо Z
у Ко- К (к- о [  |(ж о 6 и /  ч  * 2  ® tm p . 5 г  2 ( X i -  ¥ ) ]

В (13) интегрирование ведется по всей хорде & сечения 
(рис I ) ,  а суммы распространяются на все продольные ребра» Кроме 
того, и (13) введены обозначения

obu I

ГДП II
' 1 общ J Пн

пирных двух выражениях интегралы берутся по высоте обшив-
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ки и поясов, а в последнем -  по площади о -го  стрингера (пояса 
лонжерона)й ^ .
. Сложим (12) с (4) и приравняем, на основании (2 ) ,  работе $А, 
выражаемой формулой [ 3 ]  :

, (15)
О

гд е5 к ( |р в Вк 9 Т к -  соответственно характеристики внешней по
верхностной и концевой сосредоточенной нагрузок (см 0 Г з ]  ) .

После проведения тех же операций, что и в [ 4 ]  , получим 
систему дифференциальных уравнений

и естественные краевые условия на свободном торце 
г , • '

н (17){*к1-фк!}1.г тк -К -<  К V
Последние совместно с геометрическими условиями в заделке

4>к  (0) - <р’к (о) - О (к -0 ,1 ,... ,  т ) .
составляют полную систему краевых условий, необходимых для реше-. 
ния системы (17)?

-- В (16) , '( 1 7 )  .члены с у  перенесены в правые части, т л и  
согласно (1 3 ), (14) они, в отличие от ф к , не содержат неизвест
ных функций ф(< ) и могут быть заранее подсчитаны по заданному
температурному полю Т ( ' ¿ , ^ > ^ )»  как и характеристики внешней на
грузки $ к , Тк , В к .

Сравнение (1 6 ), (17) с формулами (5 ) ,  (6) работы [ 4 ] пока
зывает, что эффект нагрева эквивалентен догрузке конструкции внеш
ней поверхностной и концевой нагрузками с характеристиками:

йТ«-К-К],.г . х̂-{%Л4.е-0»)
2«, Подставляя в (16) выражения ф к . через искомые функции 

ц>к (|?)по (3) [ 4 ] ,  получим систему дифференциальных уравнений 
для определения последних» Для реальных конструкций эта система 
будет иметь переменные коэффициенты 1  (4) [ 4 ]  . Поэтому ее ре
шение возможно лишь численными методами» В работе [ 5 ]  для

Здесь так л е , как а в [ 4 ] ,  дискретные поперечные ребра учитываю®» 
ся как непрерывно распределенные ("размытые”) по размаху. 
Продольные ребра рассматриваются дискретными. ~ ■
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системы (5)? [4],был успешно использован численный аппарат 
интегрирующих матриц. Поскольку влияние нагрева свелось лишь к 
"догрузке” конструкции (18), очевидно, что этот путь решения 
применим и к уравнениям (16). Однако в связи с появлением конце
вой "догрузки" в (17), которая в £5] отсутствовала, здесь необхо
димо разрешающее матричное уравнение получить заново. При этом, 
как и в [5] , полагаем*, что внешняя концевая нагрузка на пластину 
отсутствует, т.е. ТК = ВХ = О.

Проинтегрируем каждое уравнение (16) дважды от до I . 
Тогда после использования краевых условий (17) будем иметь

г Л 1 11 1 (к«0,Ь...,т) „ч
Выберем на пластине и+1 сечений с произвольным шаго1Г'

по размаху и запишем уравнения (19) в этих дискретных сечениях 
(1»0Н,,..,п) . Тогда после использования интегрирующих матриц 

[9] получим систему матричных уравнений

где - интегрирующая матрица первого рода [ 9 ] ;
Фк, . . эк - столбцы значений соответствующих величин

в расчетных сечениях,

Выражая дальше, подобно тому, как это сделано в [5] , Фк^ 
через Ц>к(*д) и представляя систему (20) в виде одного уравнения, 

получим окончательно

(21)

-подобные 
’имеют тот

(
же 
же

А<?''-П;з-П,У-П<у,-уг ,
где ф* - столбец, составленный аз столбцов значений 

к ~ 0,1, m ) в расчетных сечениях; S , 
столбцы КЗ SK s о Матрицы же А и П х; 
вид, что й в (9) [5] .

Обращением матрицы А из (21) находится у" , зэтем по (12), 
(13) [ 5] вычисляются 8 по (7),' (8) [4] и (I)-

все напряжения и прогибы в расчетных сечениях.
Отметим, что численная методика [5] была иопольвована

для расчета реальных конструкций (см., например, [ 2 ] ) и хорошо

м) В [5] сечения выбирались с постоянным шагом. Однако п синаи 
о дальнейшим развитием аппарата интегрирующих матриц, пропп • 
денным в [9], это ограничении было опито. Подробная о ммборо 
расчетных сечений и самом запорото ом. Р ! .
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себя зарекомендовала« Поскольку уравнение (21) отличается от 
(9) [ 5 ]  лишь нагрузочными членами правой части, то это будет 
справедливо и для полученного здесь уравнения«

В заключение отметим, что в матричном уравнении (21) в 
отличие от дифференциальных (16) в правой части отсутствуют 
производные от температурных членов в  случае табличного
задания температурного поля Т (^ ь £ ь наличие таких, производ
ных привело бы к внесению погрешностей при определении темпера
турной "догрузки”»
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