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Вопросы прочности элементов авиационных конструкций
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К РАСЧЕТУ Ц И Л ИН ДР ИЧ ЕСКИХ  ОБОЛОЧЕК  
С КРУГЛЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

Принятые обозначения:

X , Y — декартовы координаты точек срединной поверх
ности оболочки (начало координат— в центре о т
верстия),

г , 0  —  полярные на развертке цилиндра координаты  
(фиг. 1),

R, 5 —  радиус срединной поверхности и толщина оболочки, 
R i —  радиус отверстия на развертке цилиндра,

П  R i
X = -гг-, х  =  —р т — безразмерные параметры оболочки,

| =  — , vj =  р =  — — безразмерные координаты,
R i R 1 R 1

w — нормальное к поверхности оболочки перемещение, 
и, о — компоненты перемещения дочек срединной поверх

ности оболочки в полярны х координатах, 
в е0 , т р в — компоненты деформации срединной поверхности  

оболочки,
Мр, М в , N p, JV0 , Т  — изгибающие моменты,- нормальные и касательные 

усилия,
Q* —  обобщ енная перерезывающая сила в смысле К ирх

гофа,
m  qp, п , / —  компоненты внешней нагрузки, приложенной по 

краю отверстия (соответствен н о погонные изгибаю* 
щие моменты, поперечные, нормальные и каса
тельные силы),

<р —  функция напряжений,
Е ,  р. —  модуль упругости и коэффициент П уассона мате

риала оболочки,
д 2 д 2

V 2=  Д77 +  ^—  —■* оператор Лапласа.о;2 игр



Расчет цилиндрических оболочек, имеющих отверстия, пред
ставляет большой практический интерес, так как подобные эле
менты встречаются в целом ряде конструкций. Весьма детальный 
литературный обзор по этому вопросу приведен в [2] и [5]. Боль
шинство работ касается расчета оболочек с малыми отверстиями, 
где, следуя А. И. Лурье [1], задача решается разложением в ряд 
по степеням малого параметра. Из последних исследований, посвя
щенных расчету оболочек с немалыми круглыми отверстиями, от
метим работу [4], где получено решение для цилиндрической обо
лочки в полярной системе координат в виде двойного ряда Фурье,

а также работы [6] и [7], в которых ряд практически важных задач 
доведен до численных результатов (напряженное состояние обо
лочки с отверстием при растяжении и кручении, при действии внут
реннего давления).

Однако методы, использованные в [6] и [7] вряд ли приемлемы 
для определения перемещений, а, следовательно, и для решения кон
тактных задач, когда перемещения в срединной поверхности обо
лочки используются при записи граничных условий. Методика же, 
изложенная в настоящей статье, может быть использована как для 
расчета оболочек с немалыми круглыми отверстиями при различ
ных случаях нагружения, так и для решения контактных задач 
(оболочки с окантованным отверстием, с жесткой шайбой, с прива
ренной трубкой и т. д.).

Напряженное состояние оболочки с отверстием можно условно 
разбить на основное, подсчитанное при заданной внешней нагрузке 
для оболочки без отверстия, и дополнительное, где по краю отвер
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стия приложены соответствующие усилия, главный вектор и глав
ный момент которых равны нулю.

Для исследования дополнительного напряженного состояния ис
пользовано комплексное дифференциальное уравнение пологой 
цилиндрической оболочки [1] в безразмерных координатах ц

v V ^ -K  8йо2- ^ = о, (1)

где
F ( I  т() =  (.)(;, т]) ч)

=  ^ 3 ( 1 Хгх (2 )

Положив
s = pcos0 Yi = ps in0  (3)

и следуя основным идеям работ [1] и [41, можно комплексную 
функцию F  для достаточно длинной оболочки представить в виде

F  (р,©) =  Л  ( р , 0 ) F 2 ( р , 0 ) F з (р,0) +  F 4 (р, 0), (4)
где

л  (р, в )  =  5  2  f - 4 ° 4 (*)coev0
v = l ,  3, 5 . ,  п =О

ОО ОО

F 2 (р, 0 ) =  2  2  F k . CnLnv (z) cos v©
v = 0 , 2 , 4 , , .  /г=0

(kv — - у -  при v =  0, К  =  1 при v ф  0)
ОО оо

^ з (Р .® )=  2  2  iv- 1 a„°Z„v (z) sinv©
V , 1 ,  3 ,  5 . . .  f i — 1

СО со

(p. 0 ) =  2  2  ; vc ° L nv(z)sinv0, (5)
v = 2 , 4 , 6 . . .  n ~ \  

a n’ cn — комплексные постоянные,

г =  x =  ыр. (6)
В равенствах (5) приняты обозначения

T „ v (z) =  (г) [ J n- ,  (z) +] J n+v (z)l

Z„v(z) =  Я ^  (z) [У„_ v (zj -  J n +v (z)]. (7)

Здесь Hn ] (z), (z) — первые функции Ганкеля и функции Бес
селя с целыми индексами.

Каждая из функций (5) соответствует определенному частному 
виду нагружения оболочки:
F | — симметричному относительно g и обратносимметричному от
носительно Т],
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/•’2 — симметричному относительно | и г),
F 3 — обратносимметричному относительно | и симметричному отно
сительно Т),
F i  •— обратносимметричному относительно £ и тр 

Положив в (5)
а°п =  а п +  i b n с°п =  с п +  id n 

Fnv{F) =  -) (х) -{- / зи.Дх) Fm (2) — У'п) (х) i-р i (х) , (8)
имеем

ОО СЮ V — 1

^i(p, © )=  2  2  (— 1) 2 [an ^nv{x) — bn ^nv(x)\ COSV0
v = l ,  3, 5 . . .  п—О

ОО ОО V

Щ  (р, 0 )  =  2  2  k v ( -  1) 2 [ с пa„ v ( х )  —  d n p"„v (х ) ]  COS V0
V — 0 , 2, 4 .... п — О

оо оо v—1
w3 (Р- ®) =  2  2  (— 1) 2 [апЪп* (х) — b n р„, (х)] sin v0

v = l ,  3, 5 п = 1 »
СО СО  V

И>4(р, © )=  2  - 2  (— 1 ) 2 [c„a„v(x> — d„fL(x)] sinv© (9)
v = 2 ,4 ,6 ... я = 1

OO 00 v— 1

? i  (Pi ®) =  2  2  (— 1) 2 [«« ( x ) !+  bn a nv (x)] cos V© и т . д .
v = l ,3 ,5 . . .  n—0

Постоянные a n , bn , cn , определяются из граничных условий 
рассматриваемой задачи.

Фиг. 2.

На основании соотношений теории пологих цилиндрических обо
лочек [1], [3] и равенств (9) для каждого из решений (5) получены 
выражения погонных усилий, положительные направления которых 
показаны на фиг. 2.
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Для решения Д  (р, 0):
ОО ОО ' v__^

M i P ( p .  0 )  =  —  2  2  (  —  1 )  2  [  d n f h  n ,  ( .x )  —  b n % ,  „ v ( x ) ]  C O S V ©
v = l ,  3, 5 . . ,  n —0

\ ' » '• < 00 00

Qip (pi ©) =  — -§4̂ -  2  2  (— 1) 2 f an % n,j (x) — bn / 4, nv(x)]cos v0
v=l, 3, 5V. я=0

00 00 v_j

j V i p ( p ,  © )  =  g ^ -  2  2  ( ~  1 )  2 l a n h .  « v  ( x ) ]  +  b * f 5 , „  v( x ) ]  c o s  v 0
V = l, 3, 5 . . .  /2=0

CO 00________________v___J

T i(P-@) =  8БГ 'Id 2  (— J) fflnLnv (x) +  6 „ /7,nv(x)]vsinv0
v = l ,  3, 5 . . .  n— 0

00 00_______ v_1

Mie (p, 0) =  — g 4 ~ ^ 2  2  2 /я- "V И  — b n fio.n* (x)] COS V©
v .= l, 3, 5 .. .  « = 0  

00 00 v—1

(p, 0 )  —  V  ^  ( —  1 )  2 [ a n f n ,  « v  (x) +  b n f u , nv (x)] cos v0.
v = l ,  3, 5 . . .  /2=0 (10)

Для решения Д  (p0 0):
OO СО

A M P i  © )  -  —  ~ ~  2  2  Д  ( —  1 )  2  [ c „ ( x ) — d nf 2, „V  ( x ) ]  c o s  V ©
v = 0 ,2 ,  4 .. .  n = 0

00 00

& P  (P, 0 )  =  -  2  2  * v  ( -  1 )  2  [ C A  „V (x) -

v = 0 » 2 , 4 .. .  /2=1

— d~fAt nv (*)] cos V ©

со 00 v

^2p(p> ©) =  gY^~ 2  2  b'J ( [С«7б, nj(x) +
v = 0 , 2, 4 .. .  /2=0

H” ^nfb, nv. COS V©
СО СО v

7’2 (p,e) =  - - g f r  2  М 8 . , д х )  +
V =2, 4, 6 .. .  n = 0

+  dnf7, nv(x)] vsinv©
OO OO v

2  2 м - 1 ) ~ [ а > . - м -
v = 0 . 2, 4 . . .  /2=0

— d„Jm. nv (x)] cos v0



Л/2е (Р, ©) = — 2 2 м -]Е  _

v=0, 2, 4... пМ) 

'+'.d~fn.m ( х ) ]  COSV0. 

Для решения F 3 (p, 0 ) :

Й я г  I  2 < - чv=l, 3, 5... п=1

— b~f2, «v(x)] sinv©

й 5 г  2  2 ( - « гv=l, 3, 5... п—1

— b j 4, nv (x)] sin v0
00 00 , 

a t* , (p .e >  2 . 2 ( - i )
v=l, 3, 5... /1—1

'+ b~U, „v(x)] sinv©

v=l, 3, 5... n=1 

+  b ~ h  nv (x)]  V COSV0

V=l,3, 5 n=l
— M io , nv(x)] Sinv©

oo oo
/v39(p, 0 )  =  _ _ ^ _  V  2 ( -

V=l,3, 5... n=l

!+ fc j n ,n v ( x ) ]  sin v0.

Для решения F i (p, 0):

i  I * - » -
v=2, 4, 6... n=l 

*

— dnf2, пч (x)] sinv0

« - ( p . ® )  e r  2  2  ( - »v=2, 4,6... n=l
*

dnf*, nv (-ЛГ)] sin v0

' |̂ л/12, nv (•£) +]

v—1

[& nf 1, nv ( * )

-1

[^л/з, nv (^ )

—1

[a n f6, nv ( * )  !+ ]

[«nfs. nv ( * )  !+ :

>—1

[&nf 9, nv (#)

y—1

1) * [#//12, nv (x) !+]

V

"2” *
\Cn f  1, nv (- )̂

[̂ n f3. nv (-̂ )



ОС

^ ( Р ’ в ) = - ~ Ш Г  2 2 с-1)2 1сп к п ,  (Х) +
v = 2 , 4 , 6 .. .  /1=1

+  dn%, nv(x)] sin v0
O O O O  V

T * <P' 0) = “W  2 2 ( -  ])~ lCA »v (X) +
v—2, 4 , 6 . . .  /1=1

! +  / 7 ,  /IV ( X ) ]  V  c o s  V 0

0 0  0 0  V

M 4 0  ( p ,  0 )  =  -  - g g ~  У  2  ( ~ 1 ) ~  [ c a  h ,  „ V  ( X )  -

v=2,4,6... rc=l 

— d j io,nv(x)] sin v0
0 0  0 0  V

Я 40 (p, 0 )  =  -  2  2  ( ~  ! ) ~  tc * h ,  ,,v (x) +
v—2, 4 , 6 . . .  n = l

!+  d ju ,  nv(x)] sin v0. (13)
В равенствах (10) — (13) введены обозначения

* ,х *r му2 *
/1 , nv (х) =  Ж/iv (х) —— 0C„V (х) ^  X/iv (х)

!  / \  \ , 1 \ 1 + ( 2  — м.)V2 *' , . ,Гз, «V (х) =  a„v (х) +, —  «nv (х)  -------  Ж2 —  y.„v (х) +

(3 — p.)v* * . .+     *»« (X)
* * / v2 *
/5, /iv (х) — x;;v (х) — У-Пч (х)

h . nv ("̂ ) =  */iv (х) — Х/iv (х)

f9, nv (х) =  (л «nv (х):+ —  a„v (х) о'-nv (х)

f l l ,  nv ( х )  =  OC,!v ( x ) .  0 ^ )

Здесь и далее штрихами обозначены производные по х. В це
лях сокращения объема статьи выписаны выражения не для всех

* *
величин, входящих в (10) — (13). Функции f2, nv(x), f4, nv (х ) , ... опреде-

*  *

ляются по (14), если в формулах для /i,„v(x), /3. nv( x ) . . .  заме
нить a nv (х) на P„v(x). Для получения /1, „„(х), /2. «v(x) и т. д. нуж-

*  *
но в (14) подставить вместо a„v (х) и p„v (х) соответствующие функ
ции с черточками сверху.

При нахождении перемещений и и v в срединной поверхности 
использованы геометрические соотношения теории пологой
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цилиндрической оболочки [1], [3], которые в безразмерных коорди
натах имеют вид:

Д г Р =  4- хну sin2©

Д с 0  =  -^g +  +  xW COS" 0

п  1 ди t dv v . ,,
Д т Р9 =  — ---------------- ---------— +■ xw s in 2 0 .  (15)

Деформации срединной поверхности ер , г0 и урв определялись из 
закона Гука через Np , TV© и Т. После этого перемещения и и у,
соответствующие решениям Д ,  Д ,  Д  и Д ,  отыскивались в виде
рядов:

ОО • ОО

ui(p>©) =  2 Miv(p)eosv© y j ( p , 0 ) =  2  uiv(p)sinv©
v = l ,  3 , 5 ... , v = l , 3 , 5 .. .

0 0  0 0

U2 (p. ©) =  2  t/2v(p)COSV0 v2 (p, 0 )  =  2  y2v (p) sinv©
v = 0 , 2, 4 .. .  v = 2 , 4, 6 .. .

CO 0 0

« 3  (p, ©) =  2  M3v(p)sinv©  y3 (p, 0 )  =  — 2  u3v (p) COS V0
v = l , 3 ,  5 . . .  • v = 1 , 3 , 5 . . .

GO 0 0

M4 (p ,0 )  =  2  M4v (p)sinv©  Vi  (p, 0 )  =  - 2  y4v (p) COS V 0. (16)
v = 2 , 4, 6 .. .  —0, 2, 4 ...

Подстановка рядов (16) в (15) дает
V — 1 0 0

« ь  (fJ) =  ( 1 ) 2 8 (0 (v- — 1) ^  l ^ 2- nv (Л) +  ^ 3’ " ' ( * ) ]  +
/2=0

*  *  | 
-|- Ь п [*bi, nv (x) ^ 4 ,  /2 v(x)] j

(p) =  ( -  i ) V  * *  2  k k ,  -  (x )  +  s 7. „v (x ) ]  +
V 7 /2= 0

■И b n  [ Д ,  n v ( x )  —  S e ,  n v ( x ) ] | ,  ( 1 7 )

V 0 0  /

t/2v(p) = ( — 1) 2 g0) /v2_  1 ) 1̂ 2, nv (x) +  6 3 , /IV (*)] +
/1=0 V

+  £?я n v  (x )  . ^ 4 ,  /IV (-^)] J

00

y2v (p) — (— 1) 8«v (-/4 ~ 1) ^  {°n ^ 6- n'J w  +  Д. nv (*) j +
/2=0

+ dn [S3t nv (x) — S8. ,,v (Jc)l, (18)
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V—1

Ц*(р) =  ( - 1 ) ~ , 8ю (Г =  ТГ 2 K f 5 2,nv(x) +  S~3,„v(x)] +  
v } n=l

+[bn [Si, n v (x) — S 4, nv(x)] |

V — 1 CO

3̂v (p) =  ( -  1 ) ~  ^ . 7(™ ~ Т Г  -  S  „V ( X ) +  S 7, nv (x)] +
' ’ n=i'

+  bn [S5, nv (x) — Ss, nv (x)J J, (19)
V 00

u4v (p )  =  ( -  1 ) ~  8ш, ; г n - ^  {cn [ k  nv (X) +  Si. nv ( X ) ] ; + ;
V ' /1=1

+  bn [Si, „V(x) — S 4. nv (x)]
v OO

Viv (p) =  ( —  1) 2 8o>v(v2 —  1) 2  \Cn f ^ 6' W  +  S i ,  nv ( x )  4 -
n=l

+  dn [S5, nv (x) — S 8. nv (x)] }, (20)
где

с  / \ \ I (2 [/.) v2 +- 1— ;j. *> . . 3v2 *  . .
Si. nv (x) — X-nv (x) н -  У-riv (X) -nr У-nv (x)

S 3 , nv (x )  =  4 * „ v (x) +  2  (2v +  l)x„, v + 2 (x) —  2  (2> —  1) ocn, v - 2(x) —
*  * » \ ■ *  ,

— 4x a'nv (x) :+  2x »n, V+2 (x) +  2x *,[, v—2 (x)

S  5 , „V (x ) =  —  S i, nv (x )1 —  (v2 —  1) a ”  ( x ) ---- j - * n v  (x ) +  ^  a„v (x )]

S 7, „V (x) =  — S 3, nv (x) — 2  (v2 — 1) [2x„v (x) — a„, v+ 2  (x) —

—  a „ , v - 2 ( x ) ] .  .  ( 2 1 )* *
Функции S 2 ,!v(x), S 4_nv(x)... определяются no (21), если в фор-

* tt *
мулах для Si, „„W- S 2, nv (x)--- заменить ж„,(х) на P„v(x). Для на
хождения S i ,„ v(x), S 2, nv (x) и т. д. в (21) подставляются вместо 
Xnv(x) и Pnv(x) соответствующие функции с черточками сверху.

Равенства (17) и (19) справедливы при т ^ З ,  а равенства (18) — 
при v > 2 .  Для остальных интересующих нас величин имеем 

00

Щ, 1 (р) =  2  { а п [Sio. п (*) +  5ц, п (*)] +  b n [S9, п (X) — S\2,n (*)] }
п=О 
00

Bl, 1 (?) = ------ 16о) 2 {Un t^ 14- п (■*') +  ^ 13> п (А)1 [S13, n (х) — S l6 , п (х) ]16а
п=О
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GO

u 2,o (p) =  2  к  f^18," № ^ i9'n ^n 1^п ’,г w — ^2° 'n w i  I
/2 =  0 

00

£i3 ,l - -ĵ 7 2 { “ p [ 6'10’« W + S21'n W] + Pm (X) — 522,,г (X)] j-
/2 = 1

из. 1 ,—  J= ~  2  [Ял̂ '14. n (X) +  Д з ,n (x)] +
/1 = 11

+  b n [ i ’i3. n (x) — 5 24, n (я ) ]  j

4̂,0 (p) = 2 со 2 ;  l̂ n S26,n(x) +  d n S 2,5 n ( x ) ] ,

где

i \  n (x )  =  — x'n'i (X) +  A A  *nl (x) +  ~  a „ i (x) ■ 

i ’l l .  « W  =  -  2 [ 3*„i(x) —  * „ 3  ( X ) ]  : +  А Г о с ^ д ; ) - ) , ^ ^ )  i _  1 ПЛ;

5 ’ l3, n ( X )  =  —  i t ) ,  „ ( X )  +
2(1 + n)

*»i (*) + ; к  * ni (x) ]

5i5,n (^) — * îi. /2 (•*■) “I- 4 [Зо&Я1(лт) 0Слз (^)] 

i ’n, n(x) =  — «7,0 (x) 4- ~ r y-n<> (x) 

i ’l9, n (X) =  4 [ «-/jo (x) «no (*)]
П

S21. a (x) =  2ocnl (x) +  2x„3 (x) .+ — 2  Zk [ *7f 0 (x) ’+. fJKO (*)]
*= 0

( S* =  4 ” при k  =  {0 ,  BK =  1 при k  Д  | ® j

523. „ (x) =  S 21, „ (x) |+ 4 [a„, (x) — x n3 (x)] и т. д.

S 25' "

^ 26 , n =  l-H  "2 ^ 2  PnO ( X )

(,qn =  4 при n =  1, qn =  h2 — 1 при л Д= 1).
Из рассмотрения перемещений, соответствующих решению Д ,  

получено дополнительное соотношение вида

(23)

2  ( а л —  Д ) - 0 .
п=С

(24)

Для определения функций ,(х) a„v(x), Д., (х), 3„7(х) и их про
и зв о д н ы х  выведены рекуррентные зависимости. Исходные для рас



чета величины находятся через функции Томсона и их производные 
по формулам

«■о,о(х) =  уг [kei (х  У  2  ) ber (х  У  2  ) +  ker (х У  2  ) bei (х У~ 2 )]

« 1 .о  ( * )  =  4 -  l k e i '  ( х  У  2  b e i '  ( х ^  2  )  ~  k e r '  ( х  К  2  )  Ь г г '  ( х  К  2  ) ]

*о,1 (*)--= ----2 VTC'2 " [[ber' (х У  2 ) +  b e i ' ( x y  2 )] k e r (x y 7 2 ) +

:+ [ber' (х  У  2 ) — bei' (х ]/ 2 )] kei (x у' "2*)\

*i,i  (*) =  " { fber/ 2 ) :+  bei' (x) ]/ 2 )j kei' (дг у 2 ) —

— [her' ( х У  2 ) — bei '  (x У  2 )] ker' (x y  Y T ) 1 

* i . i  (x) =  2 4  2 {[^ker' ( j c /  2 ) — k ei '  (x y' 2 )] bei (x у  2 ) +

:+ [ker'(x y' 2 ) +  k e i ' ( x ] /  2 )] ber(x j 2 1 — <у-1Д (x). (25)

Еще одна группа расчетных формул получается из (25), если 
— * ~ * 

заменить a.„v(x) и а;„„(х) соответственно на 3,!V (х) и р„у (х),
bei (х т/ 2 ) на ber (х У  2), a ber (ху7 2 ) на bei (х ]/  2 ) со знаком

*  *

минус. Кроме того, следует иметь в виду, что хп0 (х) =  (х) =  0,— — *  *
a0v(x) =  Pov(x) =  0 при нечетных v, c-0v(x) =  ^ov(x) =  0 при четных v.

Рекуррентные соотношения для определения основных функций 
имеют вид

*n, V+1 (х) — - J -  [*(!V (х) +  pnv (х)] —— [*«v(x) +  finv (х)] *Л, V —1

«я, V+1 (х) =  —  [*fiv (х) +  (х)] — [*«v(x) +

+  P«v (X)] — 0Г.„, v_ i  (X). (26)

При расчете по формулам (26) следует, помимо исходных вели
чин (2 5 ) ,  воспользоваться  зависимостями

*ло (х ) =  ~ [ у’п—1,1 (X ) +  рл—1.1 (X) - *л—1 ,1 (X )

—  Рл—1,1 (Х )] * „ - 2 , 2  (X ) +  * л  —2,2 (Х )

«»1 (* )  =  У  по У )  ' +  К о  (* ) ]

*л 1 (X) =  —  *nl(x) + ' 20С„—! , !  (X) —  * „ - 2,1 (х) —  « „ - 2.1 (Х). (27)
Производные основных функций к-того порядка определяются 

рекуррентными соотношениями

« £ . % ( * )  =  - J -  4 - l ^ ( x )  +  ?«*(*)) -

—  - i .  [ Д К + i  (X ) +  * л , 7 - 1  (X )]  —  a ^ v - i  ( X )

13
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®n?V+ l  (X) =  [ № ( x )  +  f y x ) ]  -  - f  [ r £ \ x )  .+  p‘* V ) ]  -

-  A  [ £ < З Д  (x ) :+. a.^7-1 (X)] -  (x). (28)

Чтобы воспользоваться формулами (28), нужно предварительно 
подсчитать производные, соответствующие v =  0 и v = l :

У-'пО (X) =  2 [Ущ (х) — рл1 (х)].

1»0 (*) = 2  l*«i (*)  '+. k i  ( х ) ] :+. -^ г ,  (29)

я'по (х) =  — у 'по (х) :+; 4р’я0 (х) — 4рп—1 ,о (х)

я'по (х) =  а  „о (х) +  П̂'~Г 1 х'по (х) +  8~ряо (х) +  ~pn0 (■*)

«по (X) =  4" Г +  11' *я0 ( х ) ----- 5(4”V~ 1} *я0 (х) +  ВрпО (х) —

 ^ о ( х ) - 4 - 1 по(х)

.«‘iS (х) =  рй? (X) =  о 

y-ni (X) =  [ а ^  (х) +  |по(х)] — ~  У'П\~1) (х)

< & >  ( х )  =  4 -  [ * Й > + 1 )  (А Т) +  р а + 1 )  ( X ) ]  -  - ( 3 0 ) ̂ тех 1

В (26), (27), (28) и (30) выписаны лишь формулы для подсчета * —
функций а ( х ) ,  а (х )  и их производных. Остальные интересующие 

* * — 
нас соотношения могут быть из них получены заменой а (х )  и а (х )* — *   *
соответственно на (3(х) и р (г ) ,  а функций р(х) и р(х) на ог.(х) и
а (х )  со знаком минус. _При нахождении «о,о (х) и р0,о (х) нужно 
учесть, что *(_ !, ,  о (х) =  :-'i,o(x), f (_i),0 (x) =  Pi.-o(х). Под производной 
функцией нулевого порядка в (28) и (30) следует понимать саму 
функцию.

Как указывалось ранее, в дополнительном напряженном состоя
нии по краю отверстия должна быть приложена соответствующая 
рассматриваемой задаче внешняя нагрузка, главный вектор и глав
ный момент которой равны нулю. Если внешнюю нагрузку разло
жить в ряд Фурье, то для определения постоянных а п ,b n , c n ,dn 
получатся бесконечные системы линейных алгебраических уравне
ний. В практических расчетах можно внутренние усилия и внешнюю 
нагрузку представить в виде усеченных рядов, ограничив суммиро
вание до n=v=h', где h — число, зависящее от степени сходимости 
решения.

Граничные условия целесообразно записывать для частных ви
дов нагружения оболочки. Нагрузка, симметричная относительно |
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и обратносимметричная относительно rj, м ож ет быть представлена
рядами

ft л
Шс (©) =  2  т '< cos v© <7Р (©) =  2  Цч cos V0

»M,3,5... v=l,3, 5...
h h

txc (в )  =  2  «vCOSv© /(©) =  2  A, sinv©. (31)
v=l,3, 5... v=l, 3, 5...

В этом случае граничные условия даю т для определения ап и 6П 
систему уравнений

h * * v+1 А
2  [ a j i ,  п* H — b n f 2. пч И ]  =  ( —  1) 2 т ч (v == 1 , 3 ,  5 . . .  К). П=О

h * *  ^±1Л
2  [ал?з, n v H ~  К / 4, «v (со)] = ( — 1) 2 <7„ (v =  1 ,3 ,  5 ...  И)

/1=0
*1 ■ v-fl

2  [ a je ,  „v,(w):+  b j s, nv («о)] =  ( — 1) 2 nv (v =  1, 3, 5 ...  /г).
/1=0

 ̂ * * V~t~* »v

2  K / s ,  «v H  +  A/7,nv («>)] -  ( -  1) 2 t n (v =  3 ,  5 ,  . . .  7 . . . ) ,  ( 3 2 )
n =0

гд е  ,
* 64ш2Х л 64ыХ
m'‘ =  7*ER m'J <?v =  y.£ <?v

Л 8ыХ с  8шХ ,
«v =  — —  «v /v =  — /v . . (33)

Обозначения (33) используются и для остальных частных слу
чаев нагружения. З а  положительные направления внешней нагруз
ки, приложенной по контуру отверстия, приняты положительные н а
правления соответствующих внутренних усилий. ̂ , * * *

Обратим' внимание на то, что fs .m  ( « )  =  / 7, шО»), /б, ni(w) =
* 9* *4

=  /в; ni (<»), вследствие чего д олж но быть n x = tx. Д л я  получения пол
ной системы уравнений к (33) следует на основании (24) добавить 
равенство

л
2  К  -  ь п) =  0 . (34)
п=О

Если внешняя нагрузка симметрична относительно | и ту то
имеем

а л
/Яр (©) =  2  /«v cos v© qp (©) = 2  Яч cos v©

v=0, 2, 4... v=0, 2, 4
ft ft

«p (©) =  2  Hvcosv© / ( © ) =  2  /v Sinv©. (35)
v=0, 2, 4... v—2, 4, 6...

Постоянные cn и определяются из системы уравнений 
а _  _v_ ~

2^ — dn fz, nv(a>)] = ( — 1) + 2 (v =  0, 2, 4 . . .  /2)
11 о v
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2  (c» / 3 .» v N - d » f 4 .» . (“)] = ( - l ) 1+ 2 4 L ( v  =  0 , 2 , 4 . . .  h)
n—0 К

\ -  -  1 -L —  -»
2  (c«u , nv(w) +  d n f5, nv(io)] =  (— 1) 2 nv (v =  2 , 4 , 6 ... h)
n—0

h v
2  [n je ,  nv(®) +  dnf7i ,iv (to)] =  (— 1)1+ 2 t4 (v =  2, 4, 6... /г). (36)
11=0

В силу линейной зависимости соответствующих уравнений, 
в этом случае должно соблюдаться соотношение

л +  4«о 2/г2 .+ 4*2 =  0. (37)
Решение ряда конкретных задач показало, что эта зависимость 

действительно имеет место.
Для внешней нагрузки, симметричной относительно ц и обрат

носимметричной относительно £, получим
h h

тР (©) =  2  Шу sin v© qP{@ )=  2  q'vSinv©
v = l ,  3. 5 .. .  v = l ,  3, 5 . . .

h h
nP(@ )=  2  nv sinv© t (6)) =  2  К cos v0. (38)

v = l , 3 ,  5 . . .  ■ V = l , 3 ,  5 . . .

Граничные условия дают здесь систему уравнений
п _  _  Д Д

2  [a nh, пч (»)— Cnf2, п , (to)] =  ( — 1) 2 w (v =  1, 3, 5 . . .А)
П= 1

h v-fl

2  [ал/з, ns, (to) “  c„f4,„v (to)) =  (— 1) 2 t?v (v =  1 ,3 ,  5... /г)
ГС=1

^  V - j - 1  A

^  [a„7e, «v (to)!+ fc„/5,«v (to)] =  (— 1) 2 n, (v =  3 , 6 , 7 . . .  h)
n=l

h — _  2 + 1 
2  K / 8,»v(to ) :+ A / 7, nv (to)] =  —  (— 1) 2 i ,  (V =  3, 5 ,7 . . .  h). (39)
П =  1 1

При этом должно быть

Я\ •+ ty =  о

com, — <7, : +  2л , — д3 — 3/3 =  0. (40)
Наконец, при обратносимметричной относительно ? и т) внешней 
нагрузке получим

h h
тр (0) =  ^  mv sinv0 qp (0) =  2  <7vsinv0

v = 2 ,  4, 6 . . ,  v = 2 ,  4, 6 . . .
h h

tip (0 )  — 2  nv cosv0 ( ( 0 ) =  2  cos v0, (4Г
v = 2 ,  4, 6 . . .  v = 4  4, 6 .. .
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2  [cJi.nvO») —  d tt f s ,n v (<o)\ = < — 1)1+ 2 mv (v =  2 , 4 . . .  A)
«=1

k * * V
К  /3 , nv (to) —  d n f 4 ,n v ( « ) ]  =  ( — 1 ) 1 +  2 q ,  (v  =  2 ,  '4 ... Л)

Й=1

k * * 14- _I_ л'
2  fc n/s.nv H  :+  d nf s . nv (w)] =  ( —  1 ) 1 +  2 nv (v =  2 , 4 . . .  h )
n=1

*  V

[ c j s ,  nv (со) :+  /7. nv (со)] =  —  (—  1) +  2 (v =  2,  4 . ../г). (4 2 )
/г=1

Полученные соотношения для усилий и перемещений, а также 
системы уравнений, вытекающие из граничных условий, легко про
граммируются, вследствие чего числовые расчеты для конкретных 
задач можно выполнять на ЭЦ ВМ . ф

Л  И Т Е Р А Т У Р А
**

1. А. И. Л у р ь е .  Статика тонкостенных упругих оболочек. О ГИ З, М осква—• 
Ленинград, 1947.

2. Г. Н. С а в и н. Концентрация напряжений около отверстий в оболочках. 
Теория пластин и оболочек, Труды II Всесоюзной конференции. И здательство  
АН У С С Р, Киев, 1962.

3. Г. Н. С а в и н ,  Н. П. Ф л е й ш м а н. Пластинки и оболочки с ребрами ж е
сткости. Н аукова думка, Киев, 1964.

4. Г. М. С а в i н, О. М. Г  у з ь. Допитання про концентрацш напружень 
навколо отвор1в у цилшдричнш оболонщ. Д о п о в ш  АН У РС У , №  11, 1964.

5. Г. Н. С а в и н .  Концентрация напряжений около криволинейных отвер
стий в пластинах и оболочках. Концентрация напряжений (сборник), выпуск 1. 
П аукова думка, Киев, 1965. ,

6. П. В а н - Д е й к .  Напряжения около круглого отверстия в цилиндрической 
оболочке. Ракетная техника и космонавтика, журнал Американского института 
аэродинамики и космонавтики, русский перевод, издательство «Мир», № 9, 1965.

7. А. К. Naghdi and А. С. Eringen , S tress Distribution in a C ircular Cylindri
cal Shell with a C ircular Cutout, Jngenieur —  Archiw, 34, № 3, 1965.

2 - 5 5 5 4


