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К РАСЧЕТУ ЦИЛИНДРИЧЕС КИХ ОБОЛОЧЕК  
ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ МЕТОДОМ СЕТОК

Рассматривается приложение метода сеток к расчету тонких 
круговых цилиндрических оболочек переменной толщины.

Дифференциальные уравнения цилиндрической оболочки 
переменной толщины в перемещениях

Основные уравнения круговой цилиндрической оболочки пе
ременной толщины [ 1 ], [2 ], [3] можно свести к следующей систе
ме дифференциальных уравнений в перемещениях (фиг. 1 ) .
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где u, v,  w  — компоненты перемещений срединной поверхности вдоль 
осей х, у, z; ихх, Um, v xa , w x , ... w xxa . . .—частные про
изводные от и, v,  w  по х  и 0; Е  — модуль упругости; '  
у—коэффициент Пуассона; R —радиус оболочки; А—тол
щина оболочки; P\ j До Рз проекции интенсивности на
грузки на направления х ,  у, г.
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f ,  =  ~ l T h x ( \ u " +  V x ) +  7 V i h » ( ‘i -1 ’0 +  "7Г +  Ш х ) ~

3(1 — v ) h  , (  1 \ 3ft , Г 1 , , \ , И
hx \w xo  2~ Vx) — 12^ 2 R* ^ Ve +  Wm>+  'iWx*\ у12 R

/ з  =  — y , R p -  { 3 h 2h x  (w M  y  vxo ) +  З Л 2 Ли (wxxo

)}
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+  (3h2hxo + 6hhx ho ){ w xo  \ - v x )} +

+  {бh2hx [wxxx + (— v x0 + w .m ) +

+  [3h2hxx +  6h (hxy \  J w xx +  -j y  (— Vi> +  идш) } +

+  уЩК {б/г2Лв ^  (—Hon.+ Wo  ) +  1wxxo ] +

+  13h- hm +  6h (ho )2] [-^2  ( Ho +  woo) +  4WXX J }

здесь hx, ho , hxx, hxо , hoo — частные производные от h по x  и 0.
При h = const / j  =  / 2 =  / 3  =  0 и система (l) переходит в извест 

ную систему дифференциальных уравнений оболочки постоянной тол 
щины [ I ], 12 1.

Конечно-разностные уравнения для, цилиндрической оболочки 
переменной толщины

Выразим частные производные в уравнениях (I)  через конеч
ные разности, для чего разделим исследуемую область на прямо
угольные ячейки сеткой с переменным шагом (фиг. 2). Пусть / 0, / ь. 
• 12 — значения некоторой функции f = f ( x ,  у )  в узлах 1 , 2 ,... 12

соответственно. Р азлож им функцию f (x,  у )  в степенной ряд в об
ласти, примыкающей к узлу 0 [ 1 ]:

/ (х, у) =  / о  +  а хх  +  а,у  +  а 3х 2 +  а 4у2 +  а5х у +  ... (2

Беря от f (x,  у )  частные производные первого и второго порядков 
и используя условия

/  -  / о  при X = у  =  0, /  =  / 4 при Л- =  0 , V =  — Ду2,
/  =  /', при х  = 0, у  =  Ду3, /  =  f  х при д  =  Дд'з, у =  0 ,

/  =  / з при х  =  — Адс2, у =  О

для определения коэффициентов аи а 2, ... через значения функции 
f (x,  у )  в узлах 1 , 2 ,... 12  получим

л .  k x f  г k  j о k 5 ]  3 ,  Y j -  д а  к , ) . ,  Л 4 / о  —  А>6/ 4 ,

сД/ . дЧ ■ • - (3j —, те й7/ 4 — +  А’п /п, с.:. Л3/._. Лю./о +  Л,л/4,
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Формулы для коэффициентов с четными индексами k2, kA, ... , kn  по
лучаются из соответствующих формул для коэффициентов с нечетны

ми Индексами k x, k:], ... , k n  пу
тем замены в них переменной х  

на у. Например, из выражения
заменяя х  на

9 Д Л 2 ДАз ’
у,  получим k w =

1
Д у г А Уз

Конечно-разностные выражения для остальных производных 
получаются повторным применением операторов (3).

В ы раж ая  в уравнениях (1) частные производные через конеч
ные разности и проведя некоторые преобразования, получим урав
нения цилиндрической оболочки переменной толщины в конечных 
разностях для сетки е нерегулярной структурой:

~  {kv Ч 2~  ^ю) UQ-\-k7Ux Ч g— k3ll*,-\- k xxll3-\— g-  ^Г2М4 Ф

Ч -А— (Й3_4 V0 — kx- 4 v x —k3-2 V'2 Ф ̂ 5-4 V3 Ф ̂ 3-6 Ф ̂ 1-2 ^6 —

^5-2 ^8 Ф ̂ 5-6 V 10 ^ 1-6  ^ 12)
1 —  V 2

~  EJuT

R {kzw 0— k xw x +  k5w 3) =

P\0 / 1>
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+  (2 ftg_ 12 +  й 3о) Щ  ~  ^ 23^5 —  2 k 7- sW 6 —  k 24W 7 —  2 k n - bW & —

k3XWg 2^11_ 127fc|1o ■ ^32^11 2 ^7_ 12го12[ — —^£/;0  ̂ Ax>— /з>

где

/ . =  ~

4— о- ek6u4 4-

i^dk3 +  —-— ckj^ и 3 d k xu x -----2—^^2^2 Ф а^^5^з Ч"

1

1—V

Ч- 2 ^ 4  ц0—
1 — Ve k xv x —

— ')dk,2v2 +  -— - ek5v 3 ф у (  d k6v 4  5- d w 0
2 \

/ 2  =  — -~2 [ ( 'Ц ~  ^ 4Ф у^ з )  u0— \ e k xu x— -—-dk2ti2 + 'teksu3 +
h20 L i 2 

1

1—v 1—V
5“-3" dk.

Ф 1 \ Г/1— v
‘0 4 /?2

d k z +  ek4\ v 0 1 —Vd k xv x— ek2v 2 4-

4- ~ d k ^ v5 3 + ek6v 4 J +  - L | _ L _ _ L  [ с/ (1 v) Л’з„4— (£10Ф ^ 9)] |  ®оФ

lie



+  4 T ? i l d (  1 — v ) f c i _ 4 — v e f y ] ® !  +  1 ( 1 — ■v ) d ^ 3 _ 2  —  ^ 8 ] o > 2 —

— [(1  — v )d £ 5_  4 +  veAu ]®)3 — [(1  — v)dk  3 _ 6  +  еЛ12] ® 4 +

+  (1  — v ) (— ft^ W e  +  £5- 2^8 — * 5- 6да10 +  ^ -« jW b )**} ,

/ з  =  —  { ф ^ з - 4-  ^ № + f l A 3) -  +  (с  +  v^> ^ 4 ] }  +

■ Ь р - у -  dk j _ 4  (ek7+ a ^ j ) j t ) j  +  dk3_ 2— ^ - [ ( c 4- Д & 24 - е £ 8] } 7>2—

—  j^ '^ — dk5~44— j - ( e k n ak5) t>34- j — с?&6_ 34- 

H— 2“  [ ^ ^ 12 —(c +  vb)£ 6] } t !4 j - d ( k 1- 2V6 k5- 2v a +  k5- 6v l0— ^ ! _ 6w12) 4 -

+  ~ Y " ( ^ 3 - 1 0 +  ^ 17) +  e (bA- g +  k1&) 4- ( 1— v ) a &3_ 4 —  ( 6 4 - v c ) & 9—

—(c 4-vfr) 1̂0] ® o +  [— d ( k  1-104-^15) ^^4-7 0  v) 0^1-4 4- 4-vc)A7] tWj 4-

4- I — d&3_8 —  <?(^i6 +  ̂ - 9 >  —  C1— 'v).aAi3-2 4 -(c4 -v6 )fe 8] ® 2 4-

+  I d  (&5 — 10 +  ^ 19 ) e ^ 4- l l  +  0 — v) f l ^5 -4  +  (^ +  VC) ^ l l ]  ® 3  +

4- [ — d k 3_ i2 4- e(& 6_ 94-&20);4- (1 — 'О я Д -б  4- (c.4-Д  £ 12] тг>4 4- 

4- й Д 3т2>5 4- [ ^ ! —8:4-e^2_ 7 4- (1 — v )a ^ i_ 2]7E)6 4- ekuW-j 4- \ — d k 5- s 4- 

4- ek2- n  —  (1 v) Clkg—2\ 'Wg d k 2\Wg 4- [ d k 5_12 ekg—ц  4"

4- (1 — v )a £ s _ e] w 10 — ek22w n 4- i ^ i -12  — ek6- 7 —  (1 — v ) a £ ,_ 6] ^ 12). 

d  =  h0 (kxhx — k3h0 — k5h3), e  =  h0 {k2h2 —  kAh0 —  k6h4), 

a  =  h0 Д - Д  ^ 1 - 4 h\ ^ 1 - 6 ^ 12  b3- 2h2 4-  kz~4li0 > +  ^ 3 -6 ^ 4

—  k5- 2h&+ ^ 5 -4 ^ 3  4 - k5- 6h10)+2  (kxhx— й 3/г0 k5h^)[k2h2 k4ha й6й 4),

b =  ~y  ( M i  “ M o  +  knh3) 4-  ( M i  —  —  М з ) 2-

с =  -g- (^8^2 1̂0^0 “Ь kl2h4) 4- (& Д  — k4h0 — kgft4)2,

Здесь A3_4 =  &3Д ,  M 4  =  M^4> ... и т. д.
,  г   . ________________ 2___________
13 Д л 4 (Д х 2 4- Д-*з) (Д.*з 4- Д-*4) ’ 15 Д.*з Дл:4 ( Д х 2 4 - Д - Д  ’

2 2
^ 17 Д jca (Длгг 4- Д^з) (Д-*з +  Д-*4) Д *2 ( Д .*1  4- Д *г) ( Д.*г 4- Д-Гг<) ’

2 2 Г ________  ~______   1   £___  ^
19 ~  Дх[ Ддтг (Д хг 4- Д^з) ’ 21 Д-*4 ( ДJCi 4- Дл'г) ( Длг2 4- Ьхз)  ’

, ___________________ 4________________  , = __________ 4________

2 3 _  Д х з  Д х 4 ( Д .г2 4 - Д * з )  (Д -£э4 ~  д -*4 )’ 25 ~ ’ (Д л :3) 2 (  Д jc2 +  Д х 3)

&27 —

( _ L  + _ Ц
V Д jc2 Д X i )  ''

________________ i ___________+ ( .................)2+ _________________ i _____________ _
(Д х з )2(Д х 24- Д ^з) (Д *з4 -  Д * 4) (Д-КгД-Уз/ ( Ь х 2)2( \ х \  +  Дд:2) ( Д ^ 24-Длт3) ”



k = __________4_________
2 9 (Д-Г2)2 (Ал-2+  Д л ' з ) 31 Д .v i Д х 2( Д х \  +  Д л'2) ( Д л'2 +  А х 3]

4

Выражения для коэффициентов с четными индексами /г14, £ 16, ...£32 
получаются, как было указано выше, из соответствующих выра
жений для коэффициентов с нечетными индексами k ie, ... k3\ 
путем замены переменной х  на у.

Покрывая поверхность рассчитываемой оболочки, сеткой и со
ставляя для каждого узла уравнения (4), придем к системе ли
нейных алгебраических уравнений, из решения которой определят
ся значения перемещений и, и, ш. Силы и моменты, действующие в 
оболочке (фиг. 1 ), вычисляются по известным соотношениям меж
ду еилами, моментами и перемещениями [ 1 ], [2 ], которые пред-J 
варительно записываются в конечных разностях.
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