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ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПРИНЦИП МИНИМУМА
ПОЛНОЙ ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ 
ЭНЕРГИИ ТЕРМОУПРУГОЙ СИСТЕМЫ

§ 1. Общая характеристика принципа

Здесь принимаем те же основные допущения, что и в принципе 
минимума полной потенциальной энергии термоупругой систе
мы [1].

Как и ранее, не учитываются взаимосвязанность механической 
и тепловой энергии при деформации, инерционные эффекты, обус- 
ювленные изменением температуры, и различные процессы дисси

пативного характера. Среда считается идеально упругой и нахо- 
инцейся в равновесии в любой момент нагружения или разгрузки. 
11редположим, что на упругое тело действуют некоторые малые 
внешние нагрузки или вариации массовых ÖÄ\ öY, 6Z и поверхно- 
< гных öXv, 6/v, öZv сил. Кроме того, тело находится в состоянии 
неравномерного нагрева, характеризующегося изменением темпера- 
ц'ры 6Л Пусть от этих нагрузок и неравномерного нагрева в упру- 
|ом теле возникло напряженное состояние, характеризующееся ва
риациями компонентов напряжений

(1)
Поскольку тело находится в равновесии, воспользуемся принци

пом возможных перемещений, приняв за них действительные пере
мощения щ V и и). Согласно принципу возможных перемещений, 
выраженному в энергетической форме, будем иметь:

ъи + = 0. (2)
Возможное изменение (вариация) дополнительной потенциаль

ном энергии выразится так
8(7 =  ff f (3)

11|менение объемной плотности дополнительной потенциальной 
энергии внутренних сил упругости вычисляется по формуле

= ех 8ах 4- —К 4” "(гх г̂х- (4)
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Возможное изменение (вариация) энергии внешних нагрузок в 
этом случае запишется в виде
о'/' =  — /[[(м йХ  +  ■иВК +  — У) («ЗХ, +  -у8У\ +  д а ^ )Х

ХйБ (5) 
В последнем выражении и, V и ш действительные перемещения, ко
торые происходят в упругом теле от внешних нагрузок и поля тем
ператур Л

В дальнейшем будем считать, что действительные перемещения 
и действительное распределение температуры не варьируются. 
Помня об этом, в соотношении (2) выносим знак вариации за 
скобку |

8(77 + 7 )  =  0. (6)
Выражение, стоящее в скобках, называется полной дополнительной 
потенциальной энергией упругой системы

3  =  774 Л (7)

Согласно условию (6) и (7), получаем
83" = о, (8)

что свидетельствует о стационарности полной дополнительной энер
гии упругой системы. Можно показать, что б2 3 > 0 , следовательно

3  —min. (9)
Соотношения (8) и (9) являются математическим выражением 

вариационного принципа минимума полной дополнительной потен
циальной энергии упругой системы. .

Из всех- статически возможных систем напряжений в действи
тельности имеют место такие, напряжения, которые сообщают пол
ной дополнительной потенциальной энергии упругой системы мини
мальное значение.

Под статически возможными понимаются такие напряжения,
которые удовлетворяют уравнениям равновесия и статическим гра
ничным условиям.

Минимальное значение полной дополнительной энергии исполь
зуется при решении задач строительной механики и теории упру
гости.

§ 2. Дополнительная потенциальная энергия 
внутренних сил упругости и внешних нагрузок

Вариация плотности дополнительной потенциальной энергии
внутренних сил упругости определяется выражением (4). Действи
тельный процесс деформации для упругого тела обратим, следова
тельно,

$ W  =  0 (Ю)
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•го свидетельствует о том, что 6И? является полным дифференциа
лом Тогда, считая плотность дополнительной энергии внутренних 
• и I функцией напряжений, можем написать

пЦ , dW , dW  * , dW
' ï  <™Х - j-  —т  û o v  - f-  —4  О О* 4 “  "Ч------  I 3 ------x  dey  y ' dez  z  dxx y  x y  dxy z  y z

Сравнивая выражения (4) и (И), получаем
(НГ dW  _  dW _  dW _  dW _  a d\V _  .
<)ii "r ’ de ~y ' de dx i-r J” Гу2 ’ Ï2X

« y z xy yz zx
(12)

>111 формулы свидетельствуют о том, что 1Г является потенциаль
ной функцией или дополнительным потенциалом. Поскольку изме
нение плотности дополнительной потенциальной энергии является 
полным дифференциалом, то саму плотность энергии можно най- 
н| интегрированием.

Компоненты упругой деформации связаны с компонентами на
пряжений зависимостями обобщенного закона Гука

dx — ~Г  [ а х --- У (З у 4* °z )b  ï-vy — 1
Е G

е У — ~  [°у [Л (c z 4~ з.г)], Туг =  — , • 
Е й

(13)

Компоненты полной деформации будут

e z — [° 2 — 'Х (°х 4- сгу)]т Тгх =  --4-2 .
Е  и  j

= т С --¡Ч СУ + с г)] +aZ, Тху =_ т ху
" G

1 г
-  И- (з г  4- з.г )] 4- а / , Ту2 =_ x yz

’ G
1 г

=  —  1 -  
Е

-  Р ( з х  4- Зу)] 4- aZ, V —
[Z X  ~

_ т гх 
G

(14)

П

На основании (4) и (14) получим
~  !Л С̂ у  +  +  а / ) 0 С Г х +  { " Г  ~  4- а / j  X

X  ûffy +  [a z  — [х (ах  4- ау )] 4- az j оа2 4-

1
4- (Чту 4- xy z  Zxy z  4- xz x  от2 Х )( +  С. 

G (/
1¡оследнее выражение представим в таком виде

И |5 (*̂ ") + 8 (~2̂) + 5 (^) “ + 8 +

(15)
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Интегрируя и_предполагая, что в начальный момент напряжения от
сутствуют и W'O =  0, получим

+  ¿ < TW+  'г -  +  Ы  +  а /  +  '’>' +

(16)

(17)

U7 =  ( °2 4- а у +  ° 2) — -g- (а х ‘с у 4- 4- a z ' а л) 4

Это выражение удовлетворяет соотношениям (12) и поэтому яв
ляется дополнительным потенциалом.
Значение

=  +  °г) ~  +  +  
+ 16 ( +

(18)
удовлетворяет согласно (13) соотношениям
д№е _  д№е _  д№ е _  дМе _  (Ж е _  &№ е

-  е *' дхх у  -  дху г  -  ь » :  ¿г

и является дополнительным упругим потенциалом.
Таким образом

V/ = №е 4“ к / (?х 4“ <?у 4" С’г).
Для линейно-упругого тела будем иметь

МТ =  и/.
В одномерной задаче плотность дополнительной энергии 

следующее значение
__  с 2 __  а 2
№ е = ~ ;  № = ~  4- а{-сх .

2Е 2Е

zx
I zx

(19)

(20)

(21)
имеет

(22)
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Рис. 2.

Геометрически эти величины представим заштрихованными пло
щадями на диаграммах рис. 1.

Дополнительный потенциал в одномерной задаче можно опре
делить и так

=  +  (23>2Е
В случае нелинейно-упругого тела

(24}
Геометрическая интерпретация для одномерной задачи показа

на на рис. 2, причем опять можно считать, что
№ = зх  ех  ~  Ц7. (25)

Обобщая этот результат на трехмерную задачу, будем иметь
= ах  гх +  оу £у + ог 5г + тХу ^ху + ууг + х2Х угх  — Ц7, (26)

где XV определяется согласно (21) [1].
Для линейно-упругого тела на основании (19) [1] получим 

1Г =  +  су5у + ^г-г +  "чгуТгу +  у̂лТуг +  т-гхЧгх 4“ (оЛ- ¿-Оу + а г)]*
г (27)

Если сюда подставить значения (14), то получим выражение (17) 
для дополнительного потенциала.

Отметим, что значение дополнительного потенциала не зависит 
от последовательности приложения нагрузки и температуры и пол
ностью определяется конечными параметрами напряженного со
стояния. Дополнительная потенциальная энергия внутренних сил 
определяется интегрированием по всему объему тела

= а х й у й г . (28)
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Потенциальная энергия варьируемых внешних нагрузок вычис
ляется согласно (5) так

Т = \\\ (и-Х+  +'W■Z)^dxdydz ~  \\ (иХ ^+ 'uŶ J+wZ,) dS. (29)

Суммируя значения (28) и (29), получим полную дополнитель
ную потенциальную энергию (7) упругой системы.

§ 3. Определение перемещений

Предположим, что к упругой системе приложены известные 
внешние нагрузки в виде обобщенных сил Рь  Р2, ... Рп и требуется 
определить обобщенное перемещение /к по заданному направле
нию. Прикладываем в этом направлении варьируемую обобщен
ную силу Фк .

Дополнительная потенциальная энергия внутренних сил будет 
.зависеть от внешних заданных нагрузок и обобщенной силы Фк.

¿7 =  ¿ /(Л  , Р2 .Р2, ... Рп , ФА). (30)
Тогда

8 Д = ^ 8 Ф . , (31)

так как внешние нагрузки известны и их вариации равны нулю. По
тенциальная энергия варьируемой внешней нагрузки выразится 
так

Г = - / : - Ф Л , (32)
а ее вариация будет

=  (33)

Вариация полной дополнительной энергии (8) равна нулю, по
этому суммируя (31) и (33), получим

гЭ = _ / р г ф 4 =  о. (34)
\^фе /

Отсюда, ввиду произвольности вариации 6ФК, будем иметь 
. дй (35)

Здесь — обобщенное перемещение от заданных внешних на
грузок и обобщенной силы Фк . Нам же требуется определить пере
мещение только от заданной внешней нагрузки. Поэтому, взяв
производную по Фк, далее в этом выражении полагаем Фк = 0  и по
лучаем
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Здесь уже fK — обобщенное перемещение по направлению обобщен
ной силы Фк от одних заданных, известных внешних нагрузок без 
учета нагрузки Фк .

§ 4. Начало наименьшей дополнительной энергии 
внутренних сил упругости

Это начало является частным случаем принципа минимума пол
ной дополнительной потенциальной энергии упругой системы.

Здесь предполагается, что внешние нагрузки не варьируются 
или варьируются те из них, для которых перемещения в их направ
лении равны нулю. При этом вариация потенциальной энергии 
внешних нагрузок равна нулю

&Г = о. (37)
Тогда из соотношения (2) получаем 6U = 0, причем 62£7>0, сле

довательно

¿ 7 - min. (38)

Это есть математическое выражение начала наименьшей дополни
тельной энергии внутренних сил упругости.

Из всех статически возможных систем напряжений в действи
тельности имеют место такие напряжения, которые сообщают до
полнительной потенциальной энергии внутренних сил упругости 
минимальное значение.

Для линейно-упругой среды при ¿ = 0 будем иметь

Й7 = IT, U  = U. (39)

Тогда условия (38) принимают вид
Ю  =  0, В’ ¿7 >  0, U — min (40)

и математически выражают начало наименьшей работы.

§ 5. Температурные напряжения у свободных концов 
цилиндрических тонкостенных конструкций

Значения температурных напряжений, получаемых на основе 
гипотезы плоских сечений или гипотезы секториальных площадей 
|2], относятся к сечениям, удаленным от свободных концов конст
рукции. Производя расчет по этим формулам, мы получаем само- 
уравновешепные напряжения на свободных концах.

Рассмотрим приближенный метод расчета, позволяющий осво
бодить незакрепленные торцевые сечения от самоуравновешснных 
гемпературных напряжений. Для этого нагрузим свободное торцо
вое сечение теми же самоуравновешенными нормальными иапря-
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жениями, по взятыми с обратным знаком, и предположим, что ха
рактер их изменения будет

Да^ =  — сг/(£)/(£)• (41)
Последнюю зависимость представим в таком виде:

дд/х, =  _  / ( г ) ^ ( х ) ,  (42)
где

6 8
ДЛГК =  С До^ ¿V; (43)

0 о
В рассматриваемых здесь расчетных схемах тонкостенных кон

струкций учитываются только продольные нормальные напряже
ния и сопутствующие им касательные напряжения, которые опре
деляются из уравнения равновесия

дг дз “  и

Я =  / '(г )  . (44)
о

Для открытого контура дО1 = 0.
В однозамкнутом контуре ды определяется из условия самоуравно- 
вешенности

$ у г Ух =  0, (45)
что дает

?0 =  -  # Г ( /  Л̂ о, Л  ) ¿5. (46)

Подставляя в (44), будем иметь
<7 =  /'С г)$ (х ), (47)

где
Q ( s ) = ( ^ o l d s - - ^ г ( ( N o l ds}ds. (48)

В многозамкнутых сечениях потоки ¿/о* определяются из условия (45) 
и уравнений циркуляции.

Для определения неизвестной функции Дг) решим вариацион
ную задачу, используя начало дополнительной потенциальной 
энергии внутренних сил упругости (38).

Учитывая зависимости

2рс 5

1 5 
? с  =  —  У

0 О

(49)
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представим согласно (17), (28) и (49) дополнительную потенциальную 
лк'рппо внутренних сил в виде

4У
20 С2

ср ДАТ. Л
+ -- сЫъйг.

5 /
(50).

Подставляя сюда значения (42) и (47), получим

Г2(г)(?2(£)
2£0 Тс5 2б0 4С 5

/(г)^

Тс6
с^йг. (51).

Условие стационарности этого функционала
л-^-=о

в развернутом виде будет

¡й(г)-/'(г)] -¿>(г)/(г)= -с (г),
где

(52}

(53)

(54)

о

При постоянных по длине параметрах упругости и толщине полу
чим

/"(г)-Р/(г)--А; (55>
здесь

Р = —; А = — . (56>а ' а 4 7

Общий интеграл уравнения (55) имеет вид

/ (г) = С! хЛ Хг 4- С2 сЬ Хг + -уу . (57)

Произвольные постоянные определяются из граничных условий. 
Если торцовое сочетание 2 = 0 свободно, то

/(0) = 1. (58)

Если торцовое сечение г — I заделано, то используем естествен
ное граничное .условие [7/] 2_г=0, которое приводит к равенству 

/'(/) = 0. (59)
25.



Определив значение функции (57) по формуле

М = + дл/^, (60)
находим характер изменения температурных усилий по длине кон
струкции.

§ 6. Температурные напряжения у свободных концов 
конических тонкостенных конструкций

Все сказанное в предыдущем параграфе о методике расчета ци
линдрических тонкостенных конструкций у свободных концов мож
но отнести и к коническим конструкциям.

Рассмотрим здесь приближенный метод расчета температурных 
напряжений у свободных концов конических тонкостенных конст
рукций, аналогичный изложенному в предыдущем параграфе.

Нагрузим свободный торец конструкции самоуравновешенными 
температурными напряжениями Лг01(^), взятыми с обратным зна
ком, и найдем характер их изменения по длине, приняв

Д?Л/ =

Поток касательных напряжений связан с нормальным 
уравнением равновесия [3]

(61)

усилием

(62)

Подставляя сюда величину (61), найдем

? = [4-/'(г) + /-Т1](Л,о< * + (63)

о
Считая контур сечения однозамкнутым и определяя 701 из условия 
(45), получим

? = [-Р/'(г) + Цй]д(5), (64)

где по-прежнему введена характеристика (48).
Дополнительную потенциальную энергию внутренних сил для 

конических тонкостенных систем согласно (17) и (50) представим 
в виде

42?2
2 б2

+ -4- ЛзЛг.) 1+

Подставляя сюда значения (61) и (64), получим

/2(ОЧ 
2£0<рс 5

О2 6)
2С0 <рс 5

(65)
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-  /  (г) \  ~  с Ш г .  (66)
■с о '

Условие стационарности (52) при постоянных по длине пара
метрах упругости и толщине в развернутой форме будет

г 2/"(г) +  Зг/'(г) -  (л2/3 -  1) /(г) =  -  / 2А  (67)
где коэффициенты имеют прежние значения (56) и (54). Общий 
интеграл полученного уравнения Эйлера (67) имеет вид

/ (г ) =  С 1 ( < - 1 +  С2 « и - ‘+ ^ -  (68)

Произвольные постоянные определяются из граничных условий.. 
Если торцовое сечение г =  /; свободное, то

/ ( / , ) = 1 .  (69).
Если торцовое сечение 2 = 1  жестко заделано, то, применяя есте

ственное граничное условие [Гг'] 2 = 1=0, получим
/ ' ( 0 + ф -  = 0. (70).

После определения функции (68) по формуле (60) находим зна
чения продольных усилий.
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