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Вопросы прочности элементов авиационных конструкций

ГЛ. Н. ШАФЕЕВ

Д В О Й Н Ы Е  А-ИНТЕГРАЛЫ КОШИ ( о б щ е г о  вида)
И ПУАССОНА

В работе [1] нами рассмотрено представление аналитической 
функции

/ ( г , ,  z2) =  LI (тi ,  r 2, % ) +  i V ( r u  <?i; r2t <?2),

гк =  г Л ,  0 < г к < Я к, ( k =  1, 2) ,
одного класса по ее С-угловым граничным значениям с помощью 
двойного А-интеграла Коши.

В настоящей работе результаты этой работы распространим 
для более общего случая и рассмотрим представление одного клас
са функций, бигармонических (по А. Пуанкаре) в бицилиндре

E r { I гк | <  R K; k =  1, 2 j ,  
с помощью двойного А-интеграла Пуассона.

Пусть / ( р ) = / ( * 1 , <*2) — действительная функция действительных 
переменных a j и а 2, имеющая период 2т: как по a lt так и по <х2, сум
мируемая на двойном сегменте Д0 =  [0,2тг, 0,2к]. Как и в работе [2] 
можно показать, что функция

г2> ъ ) =  —  j j  (a  ( ! )
4тс2 д„

где

Н (z, l) =  П jd(zk, Ск) — П Q(zK, , к) +  P (z b СО +i Р (z2, ч2),
*=1

Л 2 — г 2 р ,  . . .  _  • 2г  Я  s i n  ( а  —  9)

Я 2+ г 2 —  2 г Я  co s (a  —  ®)’ Я 2+ г 2 —  2 r  R  cos ( a  —  <?)’

ZK =  Reu k , zK =  гк^ ,  0 <  rK< R K(k =  1, 2), 
является бигармонической (по А. Пуанкаре) в бицилиндре
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Функция V (гji cpj-; r 2, ? 2) — бигармонически сопряженная с 
U  (г ,,ф ,; г 2, ср2)  выражается так:

V  (п, <р» /"a, ®2) =  - t t j -  j  J / (р)-5 (г, С) dA, (21
Д.

где , •
5  (г3 С) =  [1 +  СО] • Q(z2, С2) + i [1 + i p (z 2, C2)] Q (2 lt C,).

Определение 1: Функцию / ( х ^ х 2) назовем дважды Л-интегри- 
руемой на двойном сегменте Д' =  [а ъ  а2, Ь2\, если

1.
тЕ { | f { x u х 2) J >  п) =  0^—i —J;

2. сущ ествует конечный предел
litn ff [ f ( x u х.2)]пс1л =  /,
п_ ,00 д -

где >1
_  I ^  при 1 1 п'

0 п р и 1 / ( ^ , ^ 2) | > ц .

■Число / назовем двойным Л-интегралом функции / ( x b х 2) по- 
двойному сегменту Д ' :

И )  Я /(•*!> x 2 )dA  =  7-
Д '

Нетрудно доказать, что функция f  (хи х 2) дважды Л-интегри-| 
руемая на Д' , Л-интегрируема по каждой из переменных на данном 
сегменте для почти каждого значения другой переменной на со
ответствующем сегменте.

Определение 2: Будем говорить, что функция T ( z , , z 2), задан
ная в E r ,  имеет С-угловое граничное значение в точке С =  
=(Cjч2) е / - я =  { | Ск I =  R K\ k — \, 2), если она стремится к оп
ределенному пределу, когда точка z =  (Zj, z2) e E R стремится из
нутри этого бицилиндра к точке r, e L R подчиняясь условию 

2

П  Г Г Т ^ П  I < consl-k=\ 1  ̂ 1 1 I
Т е о р е м а  1. Пусть в бицилиндре E R задана функция

F (z u z2) =  U (ru ер,; г2, <р2) +\iV (ru ср,; r 2, tp2), (3)
где U (гj, tpi; г2, <?2) и У(г,, г2, ср2) соответственно, определены
по формулам (1) и (2).
Тогда

С с { F  (£i, С2)  , М Й, Са) +  У



г д е

Р (У Я  = / i  U  У  - Т Ж Г У  +  i [ Щ )  + ;

+  Л 2,( м . У ] .

fi(Ci, С2) =  /(<х1,,У2) ) а /(*!, «а), / (1)(* i ,  * 2)

f (2)(xj, х2) — функции, сопряженные с /(xj, х2), соответственно, по 
совокупности, переменных Xj и х2, по переменному x.j и по пере
менному х2.

Д о к а з а т е л ь с т в о :  При фиксированных гк и срк ( /г =1 , 2 ) ,  со 
пряжены друг к другу в смысле функций действительных пере
менных и х2 [3]:

Р (Zк> Ск) =  Q(Zki ^к))

Q(zk, ск) =  1 — P ( z K; c K), 

п  P (z K, : к) =  п  Q (zK, ск),
* .1 *=1

п  Q(zK, Ск) =  п  [1 - P ( z K, Ск)].
*=1 ft=i

Поэтому, используя лемму в работе [1],  будем иметь:

$ $ / ( Р ) - П  Q ( z K, СК)<*Д == (А)  $ $ 7 ( Р ) -  П  Р(г к, Ск)^Д,
До ft=l До ft=l

j $ / ( / ? ) . S ( z , C )  =  ( A ) $ $  |7^ M p T[1 +  P ( z„  Cl)]-P(Z2, C2)„+.
До д.

+  /1ТЧ р ) -[ 1 +  Р (г2,С2)] -Р (г1,С ,)}^Д  =

=  +</Щр)}- п  Р ( 2 к , С к ) д ,
До 1 4 = 1

+ 1 Щ р ) - Р  ( г »  У  + № )  Р (Zj, У }  <*Д.
Следовательно,

P(z„ z2) = ^ r ^ {  Ф(Я)П Р(гк, Ск) + 2  1/(Р)-+-
Д „ к = \  ' k — l

+ i f (k) (p )]-P (zK, Ск)} с/Д, (5)

где___________________________ ____  _____  _____
Ф (Р) = f  (Р ) — / (Р) +. * [ Р  (Р) + 1 Р2) (Р)] ■

По лемме работы [1] справедливы соотношения:
( A )  J J / (Р р К  (q, х, <р) d \  = — jj / (р) X (р, х, <р) dA,

д 0 * До
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H ) j S f ( p )  K 1)(q,<x-,<?)dA =  S S f ( p ) W ( q ,  * , <?)dA,
A 0 A 0

( A )  Я 7 ( Р )  >-(2) (Я, * ,  ? ) d A  =  Я / (p )  (q, x, 9 )  d A ,
Ao A 0

И ) Я / ‘*,(Р )Ч ‘/к, * K, 9k) d A  = / JJ /(p) X (<7к, «к, f K) d A ,
A e A 0

И ) Я  / (1)(р) • ( ? , a> ?)dA =  i SSf(p) *(A) (q, «, T)^A,
A 0 Aq

И )  $ § / “ '(P) >-(2) (<7,«,<p) =  —  i ' J J / ( p ) X (2)(<7,a, <p)rfA,
Ao Ao

И )  S S T ^ P )  >-a ) (<7, * ,  ?)dA  =  -  i $ $ / (p)X"> (<7, a, v)dA ,
До До

( A ) ^ / P )( p ) l ( q 2, x 2,<f2) d A  =  —  г ( Л )  J  J  J J p ) l ( q 2, a 2, <?2) d A ,  
д. ~ д.

(A) f̂V>(p)\(q1,x1,'?1)dA = — i(A) j j  f(p)^(q1,al <?i)dA,
д» д,

где
oo

2  q"‘ eim' (а,х ф,),
m —\

>• (<7a. «2. T>) =  2  ?2 <?'
д m (a2—фг)

^(I) (<7i> xi> Ti) =  2  qi e'im  (ф ,—  a , )

m=0

^<2,(9 2 ,« 2 ,? 2 )=  2  q U in{^ >
n = 1

X<»> (9,  a,  9) =  X (g„ a,„ <p,). X<2> (g2, a 2, <p2).

X(2) (g, a, <p) =  X (g2, a2, 9 2)-X<1> (g „ a,, 9 ,).

2 r
*• (?, * ,  9 ) =  П  X (qK, xK, 9 K), gK =  (ft =  1,2).

А = 1

Таким образом:

^ и ) | 5 [Ф(р)-Г"  ° ^ <ак Фк) ■ о’ег' <а' ф,)4гса _ .
А 0

1 п р1 ак—̂ к-) п о1ГГ ’+  __________А А , / (г, —со. \ г 1  / In Л—со.\,1  —  ? Ке ‘' (а к - “’к> [1  _  q i el  ( “ ч— ч».) j . [1 _ q 2ei  (<рг-

,£ (а2— срг)
.+ :  ?2<г

[1 -  q-iei ] • [ 1 -  ?i е‘ 
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H - i l /(р).+:.у<«(р)! • 7 w. ' - ! . i ) r f A =  <6)

=  - g r  И )  У  j v  ( р ) -  > ( 9 ,  * , ? )  + ;5 j( l< * > ( « ,  * , ' )  + i

1 2

+  ’ 4<7к, «к, ?к) 1 ,+ !  i j  [ / ( p ) + i f / W(p)] А  (Рк, *к, ?к) U a  =  0 .
J  п =  1 1

И з формул (5) и (6) получаем

F  (гг, У  =  4 ~т (А) Я ф (р) - {  П  Р (гя, С,) -  П  ̂ ~  •+!
471 Д„ I f t = i  fe=1l — Р к  е  ' к  фк '

Фг) |
ГГ ,P ( ^ j ] f A ^ ,

/ («1—ф,) («2—Фг)
[1 ^  е' <“.-»>) ].[1_92е'(^ -“Д] [1—д2е‘ (««-<р«)]. [j__9le

; +  ^ ( y H 2 [ / ( p ) + : 1 7 ^ / ( p ) ] -  } р  (Z«, Ск )  -

-  i ^ S r l  -  У  оч SS {♦«■ п

;+  | , 1 / ( p ) A W p )]- , . J ! U ) -  ,

- т Х г И ) Я { т ( С „ У -  n dC к
_ 1  Ск 2к

у / i(C i.  C*) +  i/ ^ ( С ь  С-2) Ы С г ,  С2) +
Ci ( Ь - г , ) + Ь  (С:

Из процесса доказательства первой теоремы непосредственно 
следует справедливость следующего утверждения:

Т е о р е м а  2. Функция ц ( н ,  гг> У  —
2 2

=  - i r S S / ( p )- П р (гк, С к ) - П  Q(Zk, Ск)
471 Д„ _ft=l ft=l

dA,

бигармоническая (по А. Пуанкаре) в бицилиндре £/?[2], предста
вима там двойным А — интегралом Пуассона:

г2, «Рг) =  ~ ^ г  (А)Я [ / (р ) -/ (/ > )]  • П Р (zK, Ск) dA,
471 Д„ Л = 1

а бигармонически сопряженная ей функция V (гь  срь  г2, / 2) предста
вима в £ «  в виде:,

V ( r „  ? i ;  г 2, ср2) =  - t^ ( A ) S S
д.

/ (1)(р) +  /(2)(Р) п Р (ZK, тк)
А-=1
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где f ( p ) ~ ~ f ( p )  и f il)(p) + л/ (2)(р) являются, соответственно, 
С — угловыми граничными значениями функции

ц ( п .  т>, ъ )  11 V(ru д ,  ?2) на А/?.
Т е о р е м а  3. Всякая аналитическая функция, представимая в 

бицилиндре E r в виде двойного L -  интеграла типа Коши:

J  i  {  ф (аь «г) d - d - /TV
4“- Ц  К. -м-Г. (7'■к 

где
Ф (аь а 2) =  ф, (а,, ог.,2) +  /Ф2 (а,, а,);

<3>i (ot,, у2) и Ф 2 (а,, а 2) — действительные функции периода 2п по 
каждой из действительных переменных а, и а 2, суммируемые на 
д 0, представима в виде двойного Л — интеграла Коши (общего 
вида) (4),

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим —

L  \* \ ф (*■<*») d c  d -
4*2 Г: -ДМ'/ Д) --

 ̂  ̂ \(̂ \ (У1> Д) +  (м , Д’)

тпг\ [ф 1 (а ь +■) +  *■>)] +  (V- * , ?)</А

4 "  д „
п  , 1 к С  — , / д

к 1 /?к£/ак ' ~ /*к£ Фк

4 т с  .  .

=  В, (г,, z2) +  IF,  (г,, г,,),
где

Г од со

г,) =  —  — «о*,1, +  2 2  Я Т Я "  ■ И ‘‘ \, cos (m?, +  /г?2)
m  0  /г— 0

В%]„ s i n ( m v 1 +  не,)] +  /’ 2 2  Я"‘ Я 2 ■ \F\n.r, cos(m 'f, + '«?.,) -Р
m  - 0  /г - 0

+  Л),';! „ sin (шср, -b'H'fj)] +1 2  я Т  ■ [Л^.’п соэт-З , —
ш о

— В(!п\ о sin m p] +  2 !  Я м  [Ло,’„ c o s /г-f., —
II О

— Во;1,, sin /г с?2] +  i 2  я'\ ■ [вш! о COSпг 9 , +
ш - О

+ . л!*,о s in //г?,] +:/ 2  <?" • [во!н c o s/19, +• Ло*’„ s in «9.,|.

лСЛ _  (*•) _  _  n(C) _  |(*) , (С)
—  u ///, /г u m ,  /г> /г —  и т ,  и \ w//, п ■,

(*) ,00 М2 <*)1*//г,/м б7///,//, ^ т ,  пу Ь/п , !!■>
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J k) n &)  _  л(Ь )  n {k)  -  A {k)@0,0i Ghn, 0 — **m, Ch “ 0, n — •'‘О, /7»

s>(k)__ __ __  r №) u№)_____ o(k)
'-'//г, 0 — D m, 0» ^0, n — DQ, n у

(fe =  1, 2;  m, n =  1, 2, 3, . . J
являются коэффициентами Фурье, соответственно функции х2) 
и Ф 2(хь  а2). Здесь /д (z, z2) и F 2(zl, z2) — аналитические функции, 
построенные, соответственно, по функциям

4  [ Ф х ^ т . У  — «о,о] и

4- [ф2(и, хд-уу ],
как в первой теореме.
Следовательно, на основании первой теоремы получим:

F K (zj, z2) =  -  (А) $$ { f k (Ci С2) П^ Ск|_-к +  [ф к К ,  У  -  аол +!

+  i {Ф к'  (* !,  Х2) — Оо%)] • —, ) ^ +  “ 4~ Фк (у1, а2)

— Оо% +  i (ф*2) (»!, х2) — ао*о ) •

Итак,
1 Ц  Ф, ( « , « , )  < f

4 п 2 (Сх —  2i)-(C 2 —  г>) 1 -

I FKi.C») ,

4я* [ (C i-Z x ll i . -Z j,)  ^н
Ф ( а г , а-2> — ;х.0>0 +  г [Ф Ш  (а г , а2) —  р-0> 0]

■ 4 Ь ( С - г , )

Ф ( я ь  а-) — ;л0, о + '  [Ф (2)(а х , а 2) - | л 0>0] |
4S x ( £ 2 - z2)  J М ’ 2 ’

где но, о =  <>(, + Ц %  •
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