
И. С. АХМЕДЬЯНОВ, А. В. КИРЕЕВ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ИЗГИБА СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ЗА ПРЕДЕЛОМ УПРУГОСТИ

ПРИНЯТЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

/ ? — радиус срединной поверхности сферической оболочки; ф, у — криволиней
ные (географические) координаты точки срединной поверхности оболочки; х, у , 
г — подвижная прямоугольная правая декартова система осей координат с нача
лом на срединной поверхности оболочки; 5 — толщина оболочки; и , и, и' — про
екции перемещения точки срединной поверхности оболочки на оси х, у, г; Е1,
®2 > е 12 ~  0)> Х |> х 2 , х 12 ~  компоненты деформации срединной поверхности обо

лочки; Е, й , ¡л — модуль упругости, модуль сдвига и коэффициент Пуассона ма
териала оболочки; АЧ, Лг

2 , 5 , (?|, ф2 , Л41, М 2 , Н  —  внутренние усилия и мо
менты, 7х> 7у, д г — проекции распределенной поверхностной нагрузки на оси х, 
у, г; а / , — интенсивности напряжений и деформаций;

°  - 12о-,,*) • г-г = 12тг<> -  -  4 :

д 2 д 1 д 2
? 2 ~ д ф 2 + с 1 2 ^ д ф +  выгф д е 2 • ■

Принятые системы осей координат, а также положительные на
правления усилий, моментов и перемещений показаны на стр. 29.

1. Исходя из основных соотношений теории упруго-пластиче
ских деформаций, связь между напряжениями и деформациями
применительно к тонким оболочкам можно представить так [1, 2]:

~ ~ (г -г 4- У*3 у); с у — —  ~(~у +  [л *3 х); ^ху =  О* у х у . (1)1 — 1 —• рд

Здесь с у , сх у  и гх , 2У, — напряжения и деформации на расстоя
нии г от срединной поверхности оболочки;

у* =  О* = 0(1  — 2); 2 =  1 - - ^ — . (2)

Подставляя в (1) значение О* из (2), получаем
20 г , >

°.г — -  (З х +  узу — — Осу);
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(3)

II1

26ау ------
1 — Р

ТХу =  0 (1  --  2)"[ху 1

( 5 у +  [х £.г —  ^ £ у  •—  ^ х ) ;

7 1 = 1 - У - ^ ( 1 - 2 ) :  0 =  [л —
1 — р*

Для сферической оболочки имеем [4]

р* (1 — ¡¿)! * О “ 2 )*1 — р*
(4)

Л'

Ы +  ^2
7-гу =  — —

а
(5)

7. =  — со.

Воспользовавшись формулами для внутренних усилий и моментов 
| 11, получим по (3) и (5)

2С6
- ---------- (£1  +  ^£<2

I — Р
205 ,

а 1 р );

м  =
/

(6)

¿ 4 1 - р ) ( У - Ы

В этих выражениях

а 1Р =  ~ ( ^ о 2 1 +  %9г) +

а 2Р =  ~  ( т10-2 +  9 0г 1) +

~  (711х 1 +  01-х2 );
\т

~ ~  ( ^ - г  4- 1х  1)5
4/и

+  2/Х). (7)

причем

- 1 - 1

1

(8)
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2. Для вывода уравнений, определяющих внутренние усилия и 
моменты в оболочке, воспользуемся уравнениями равновесия [4, 5]

(9)+  Q i =  -  R q x -, 
d-i

+  Q2 =  — (10)

Qi c tg  ф =  — 

d H  R Q ,  =  0;

(11)

+ ( М - ^ ) с 1 ё ф +  - У
<5Ф sin ф

—  + 2Sctgó + —  
¿4 & 1 sin 4

_  n v- n 2 +  - L _  2 2 i  +
04 s>n 4

^  + (Л4,--Л12) с 1ё ф + - Ь
(?4 Sin 4 o?

+  2 H c t g ^  +  - p -  d- ^ - R Q 2 =  0
04 sin 4 o<f>

11 соотношениями неразрывности деформаций срединной 
сти сферической оболочки [3]

4 -  <«> -  ц + 2<» -  ■/) ctg  ф + ¿ i  ( ^ 1  -  г >> = 0 ;

Л  ( / ? х  _  s  ) +  (/?х2 -  =2) etg ф - ( jR x j -  £1) etgep +  
<54

(12)

поверхно-

(14)

4- — —- —  (ш — */) — 0, 
2 s 1n 4 o?

I — sin ó — (г, — г2) cosep —
(?4 [04 T T
д

+  (*i +  *2) sin  у 4-

d t \
+  — T , -  

sin 4 \  /
Внося в (14) и (15) значения деформаций из (6), получим 

ле преобразований с учетом (9), (10), (12) и (13)

V l  1 +  /.г d i R ! \ + V  P

Q ¿ — _ ___ 1 ~~ _____ É_ /  ЛГ _  1 2 /n 2  M \ 1 ~~ [í2 Dn _L O .

Здесь
0 , д =  1 +  Л*

-  c ‘s * +  2- ¿ T  ( w '  “  M  ;

[ —— 77 ( <op — 7p) 4- (<op  — /p )  c t g ф 4
L 2 ¿4

4— :—7 “f  (^ v-ip sip)1 ísin 4 d¿ J

/V =  N x 4- ;V2; M  =  4Í1 4- Л12;

Q2P = -^ ÍL z j í)
1 +  P

пос-

(17)

(18)

(19)
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е 1р =  “ ( £ р +

+

гр =  -^-(2от?0 е +  В1х );
\ т

*р •— '-^- (2/П^ £ +  ?2 х);

е =  е1 +  е2;
X =  ^ ( х к 4- Х2);

Е„ =  ( & - Л ;  5 = 2 1 ± 1
Д 1 + (л

£ 2Р —

~  ( * р  —  ^ р );

Ср  =  —  ( 2 т 2 0 С +  2х т); 
4/и

хр = А (2 и 2 1 !; +  о2Т);

с =  ч  — г2;
X =  / ? ( * 1  — х 2 );

=  С1 +
3(1 —р) —2(1—2^) П

(20)

(21)

(22)

(23)

Далее, совместное рассмотрение выражений (16), (9), (10), (17) 
и (11) приведет нас к следующим двум уравнениям:

(V2 +  1)ЛГ +  ( ^  =  -  12т2 (1 - [1 ) -^ -  -

— (1 +  -Д’ — ?2) +  Г,,; (24)

(V“ +  1) 7И — р-Л! =  (1 +  [л) — (14 - Iх ) Яг +  Др 5

п которых
( 2 ^ г - ; я г ) с ‘ ^  +

] д  /  ды
+  £ 1р —  £ 2р +  / ?  ( х ,р  +  х 2 р) - - ^ - 3

________ —  ( +  у  с ( ст 

в ¡пФ  д у  \  сД  р  &

£ о / ?
=  ~  12/722

+  2А)х1р

1

51П2  О
+  

с>2

(25)

Г р  =  -  £ В

+
1

Для получения остальных соотношений преобразуем уравнения 
равновесия (9), (10), (12) и (13), еще раз используя зависимости 
(17). В результате придем к системе из четырех уравнений

+ 2Х  сЦ^ф +

2(1 — р) 2(ХД +  :̂ )
1 + л2 Д Я / <Д 1 + X2 (26)

+  2 /  ф — 1
81П Ф

д Х

д у
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=  2 d - Р )
(1 +  л2) sin О d(f V / sin 4 d?

2 (A2 +  ; / )
1 +  л2

2(1 — ;-»)/? . d_
1 +  X2* '

__ 2(1 — p) Z? 
(I +  A2 ) Sin ф 

З д е с ь

4̂ к
dV

+ 2U  ctg ф +
1 dV  

sin Ф cty

cty
^ 7  +  21/ ctg ф ------^ 7

- i - l i v  
0? (,

Sin Ф
1

X  =
U  = M , ~  M 2-

Ip ~  \  4. ? 2 ^ /< 1 p  ~  Z s p  ̂ ~  £ 2p) C tg  Ф

Y = 2S;
V  = 2 H .

-  ( R '„  ~  «w > Ctg Ф+ - ¿ - j  Л  (»>₽ ■ - ■/„)] ;

■£(/?Z1"~ £1p) +/<₽ =

(29

Уравнения (17), (24), (26) и (27) образуют систему восьми урав
нений относительно восьми искомых функций фр С}.2, М , М , X , У, ¿7 и V. Ее решение дает возможность определить внутренние уси
лия и моменты в оболочке в случае малых упруго-пластических де-формаций:

М = - 1 - ( #  + Х); Лг4= ф (Л г-Л -); $ =  у Г ;

М, = ф ( 7 И  +  и)-, М.,=  -Ь(Л1 ¿/); Н  =  ф к  (30)

Заметим, что, как следует из формул (6)

=  ----- [(1 +  У-) s — («ip +  «2р)]; М  — ~  [(1 +  ;х) 7- — (Pip +  ?2p)]i1 — ;л а

% =  » 1 [ (1 _ 1Л) С _ ( а 1 р _ а „ ) | ;  ¿ / =  _2 .[ ( 1 _ ! л ) х _ ( ? 1 р _ р 2 /))]; (31)
1 — ¡J. к

Y  =  2(73 (<о -  (ор ); V  = D { ~ ~ ^ ( 7 - 7 р ).

Здесь
a iP +  я 2р =  ~  ( /о  +  % ) £ +  — -( Yii +  ®i) Х 1

2 4/п
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a ip а 2р — ~  ( гю — ®о) г 4- ~ ("Gi — 1̂) (32)
2 4т

?j ip  +  ?1>р =  3/И (tQi +  O.i) s 4- ~ ( 'б 2  4- O'j) х ;

? ip ~  ?j ,2p =  3/w(^i — 9i)C 4— ~ ( ги — ®г)т -

3. Располагая зависимостью a £- =  / ( г г ), легко найти значения 
функции Ильюшина £2:

2  =  1 - 4 ^ . (33)

Интенсивность деформаций s t- в общем случае определяется из 
соотношения [1, 2]

=  "У [(ех— £ у)2 +  (£у “  £г)2 +  (г« — ®х)2 +  - |"  ( 7,vp 4- 12
г 4- 7;Л-)] .

Отсюда, полагая
iv.‘ — "(■zx =  О', sz =  V/ (гА- +  sy ); У/ =  - -

1-- [Л* 3(1—0  — 2(1 — 2И) а  ’

получим
2

с  /
2
з

В нашем

<> 1 1J i +

применительно к оболочкам 
н  

случае будем иметь

Sx +  ®у
. +  Х ^  

г ’
1 +  ~R

z
+  ‘ R

■ -у -  z  ,
1 +  R

<0 + 7. рТ х у = --------А -  (35)
1 + /?

Значения
НИЙ (31)

С, to, -X, т и 7 находятся из нелинейных соотноше-С  5

£о £б

х

£5

£52 £ б 2

7. =  12,/г 9  + ±) у  +  7р.
£S2

(36)

(37)

4. В заключение выведем уравнения, определяющие перемещения 
//. -и, ад точек срединной поверхности оболочки.

Исходя из соотношений [4, 5]
1 ди 

sin 0 д? 4- W
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2 (1 — ц) О 1 dN 2(a2+u2) Г1 
------------------------ — Rqy ~ КР\1 + л2

2 н_ ц2 \~4Wa,+/M

OU _

2 (1 — р) 7?

 

(I + A2) Sill ф 
Здесь

<?<?

X = Ny~N^‘
U = Мг~ М2; 

255(1 —р) f д /г,
-------------------------

— (R-'ip — £ip)ctg(p+ -

Y = 2S;
V = 2Н.

р 1 +. X2 £2р) + (R'^P ~ -2р) Ctg'^ —

(29)

Уравнения (17), (24), (26) и (27) образуют систему восьми урав
нении относительно восьми искомых функций X, XI, X, У,
О и V. Ее решение дает возможность определить внутренние уси- 
лия и моменты в оболочке в случае малых упруго-пластических де
формаций:

ag = 4-(w + *);  а^-Наа-л-); —К;
£ 2

=-Ом +У); М,= ¿-(M-G); /7 = -Ш. (30)
2 2

Заметим, что, как следует из формул (6)

N = fTZrrJO + гх)г — (а.р + а2р)]; 2И = — |(1 + а) у. _ (₽1р + р2р)]| 

= [Тд/С ~1л)^~(а1/> — «2^)1; т—о,,,—р2р)]; (3i)l

Y = 2G8(<» - «>„); I/ = _ •/„).

Здесь

а1Р + а2р = 4- (т0 + 0о) г + -L(V+ Oi) z;
2 \т

 

 
  

 

 

 

 



и зависимостей (36), легко находим 
ди , , I ди—  — и c tg 9 ---------------
дф sin ф да>
ди , > , 1 д»

= х  + ;L о

d-¿
ди

2ЕЪ р •

(38)

+  - 1 - ^ .  (39)

5. Зависимости (17), (23), (26), (27), (38) и (39) составляют 
полную систему уравнений изгиба сферической оболочки за преде
лом упругости. Она позволяет совместно с заданными граничными 
условиями решить задачу об определении внутренних усилий, мо
ментов и перемещений в сферической оболочке с учетом упруго
пластических деформаций. Для интегрирования полученных урав
нений может быть применен метод упругих решений или метод 
конечных разностей.
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