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ВЫНУЖДЕННЫЕ КО Л ЕБ А Н И Я  В МАГИСТРАЛЯХ
С КВАДРАТИЧНЫМ ТРЕНИЕМ

Дифференциальные уравнения движения вязкой сжимаемой 
жидкости в трубопроводе имеют вид [1 ]:

+  +  Р»с^ х ' *)• W

“  Ж  =  ^  (2)

Функции р пСт{х, t) vLM»CT( x , t )  описывают внешние возмуще
ния, приложенные к системе.

Будем искать периодические решения системы (1—2) для слу
чая периодического внешнего возмущения

Рист{Х, t) — Рист{Х, t +  Г), (3)

M„CT( x , t )  =  M UCT( x , f + T ) . (4)

Представим решение М (х ,  t) в форме:
 СО

М  (х, t) =  М 0 +  ^ М к  COS ( Ш  +  срг), (5)
k=\

при* этом из уравнения (2 )
со

р ( х , /) =  /?„+ 2  Рк COS (kcot +  срр к ). (6 )
А=1

Выражения (5) и (6 ) можно записать в комплексной форме

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

p K i M  +  р * е -
р  (х,  t) =  2 -  г 1 ■ (8)

й= 0

Здесь р к и pi; М к и M l  — комплексно сопряженные числа,
1 т  М 0 — 0;  1 т  р0 — 0 .

Если подставить p ( x , t )  и М  (х,  t) из (7) и (8 ) в уравнения (1) — (2) 
и применить к обеим частям уравнений ( 1 —2 ) преобразование

Т

F b ° ) =  Т - \  № e ~ ika,i d t ,  (9)
о

то для каждого «k » получим подсистему из двух уравненйй. Сов
местное решение этих 2 (k +  1 ) уравнений дает, значения М к п р к,
входящие в формулы (7), (8 ).

При ограничении конечным числом членов в разложении функ
ции М (х ,  t) в ряд Фурье

k
М (х ,  t ) =  М 0 +  2  Мк cos (kut  +  tpK). ( 1 0 )

•fc=i

M ( x , t )  находится из полученных указанным выше способом урав
нений, а р(х,  t) может определяться непосредственной квадрату
рой уравнения ( 1 ).

Описанный выше метод соответствует методу гармонического 
баланса, записанному в комплексной форме.

Рассмотрим решение системы (1—2) для случая, когда:

■ M ( x , t ) >  0 (11)

и разложение функции М пст (х,  0и/?ист(-*, t) в ряды Фурье не содер
жит гармоник выше второй, причем амплитуды первых гармоник
значительно больше амплитуд вторых.

Ограничимся для этого случая k  =  2.
При этом система (1— 2), распадается на 3 подсистемы, для от

дельных гармонических составляющих:

_  дро _ г
д х  ~~ ?

г Ml Ml Ml
—0 +  —  +  —

2  4  4

д М 0

+  Р а  1

= М 0ИСТ; (12)

^  = t o - у  М ,  + i ( M 0 + e ' 2iv' М 2) М Х + А»сТ;

- ! ё - * • ! ■ *  м . ™  о » )

Ad “
-^ 2  _  / и  —— \  М 0М 2 +  Р% ист Н" £ ~ >

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

д М 2 f
д х  гЮ ~cfi ^ 2  ист 1

здесь (pj =  arg M v
Подсистемы (12— 14) линейны относительно основной для каждой 
подсистемы гармоники и их решение может быть найдено обыч
ными методами. Совместное реш ение(1 2 —44) находится методом 
последовательных приближений.

Отметим следующие особенности уравнений (12— 14):
1. В уравнениях для М 2 появляются дополнительные источники 

давления, зависящие от амплитуды и фазы l-oft гармоники. К аж 
дому элементарному гидросопротивлению \ d x  соответствует ис
точник давления z - ^ d x  с внутренним сопротивлением h,M0dx  (т. е.
величина «собственного» дополнительного расхода через сопро
тивление

2. В коэффициенте линеаризации в уравнениях для Пой гар
моники появляется дополнительный член ge_2(C(>i М 2, описываю
щий влияние 2 -ой гармоники на 1 -ую.

3. Коэффициент линеаризации в уравнениях для Пой гармо
ники без учета 2 -бй совпадает с коэффициентом линеаризации ис
ходных уравнений в  точке М  =  тИ0. 

Как было указано выше, рассмотренный метод может быть 
распространен и ' на  к > 2 , а такж е на случай произвольного спект
рального состава возмущения и более общего вида нелинейностей. 
При этом комплексная форма записи p ( x , t ) и М  ( x j )  (7, 8 ) и пре
образование (9) дают возможность легко выделять отдельные
гармонические составляющие, используя равенства

В качестве примера рассматривалось решение для трубопровода,
длиной [ / =  1/ 8Х1] с источником расхода [М  =  1 + 0 , 4  cos м ^ ]  на

на волны основной частоты Wj).
Периодическое решение для расхода через дроссель без учета 

второй гармоники:

ТАГ,™ * (15)

J
*d t  =  0  k  += 0 ( k  =  + ;  1; + 2 . . . ) .

т
(16)

т
1 $ е 1Ш d t  =  1 k  =  0 . (17)

о

одном конце, нагруженного дросселем
гом. Волновое сопротивление трубопровода z 0 =  10е (здесь Xj— дли-

М лр =  1 +  0,526 cos(co! t  — 0,38), (18)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      



с учетом второй гармоники
УИдр =  1 +  0,531 cos(tOj  ̂ — 0,36) +  0,0702 005(20)!  ̂ +  2,42). (19)
Как видно из (18) и (19), учет 2-ой гармоники в некоторых 

системах может существенно уточнить решение задачи о вынуж
денных колебаниях в м агистралях с квадратичным трением.
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