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С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ  
С МНОГОСЛОЙНЫМИ ДЕМПФИРУЮЩИМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

Цель настоящей работы — обоснование целесообразности 
практического применения многослойных пакетов с сухим трением 
на контактных поверхностях, сжатых равномерной сдавливающей 
нагрузкой*, в качестве демпферов, работающих в колеблющейся 
системе на поперечный изгиб от сосредоточенных сил. Все иссле
дования выполнены только для резонансного случая. Задача ре
шается приближенно, способом, предложенным Пановко Я. Г. 
и Страховым Г. И. [I].**

§ 1. Ниже рассматриваются вынужденные колебания груза G 
массы т, подвешенного на пружинах с жесткостями Сг и С2 и s 
многослойных пакетах с средней жесткостью у (р) и коэффициентом 
рассеивания п (р) к платформе А, совершающей гармонические коле
бания по закону (/?)-(p)-cos/?/npH4eM(p)-(/?)-/72 =  const(cM. фиг. 1). Па
кеты набраны из п одинаковых прокладок толщиной h и двух одинако
вых накладок толщиной h„ = -| -h  и сжатых удельной равномернорас-

пределенной сдавливающей нагрузкой р.
Инерционными силами масс демпферов пренебрегаем.
Суммарная сила сопротивления демпферов записывается в 

комплексной форме, предложенной Е. С. Сорокиным [2]

N* (АГг) =  7(1 +  in )x 2.
Тогда уравнения вынужденных колебаний системы запишутся в виде

т ~ Ш Г :+ ' !+  1 о  +  in) -*2 =  ^тр2е1Р‘

х * =  лГ2\+ х[ ( 1. 1)

__________________  =  4  [С2 1+  7 ( 1 ! +  in)] ,

* Полученное решение справедливо для многослойных пакетов [3].
** Ввиду того, что существующие приближенные методы ассимптотических 

разложений, гармонического и энергетического баланса и т. д. для резонансной 
амплитуды колебания в первом приближении дают одинаковый результат с [1], 
при выборе метода решения предпочтение было отдано наиболее простому.
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где — комплексное упругое перемещение пружины Сх
и — комплексное упругое перемещение пружины С2.

Действительное перемещение груза х  =  Re х*.
Из (1.1) получаем уравнение движения системы

d -x *
dt2

, , _ Cl [С2 +  Т(1 +  in)] _  J 02p!pt
С1 +  С2+ 7 О + «я)

( 1.2)

Стационарную часть решения (1.2) ищем в известном виде [2]
х *  =  р * е ‘Р‘ . (1.3)*

Подставив (1.3) в (1.2) найдем комплексную амплитуду в виде

Lp2
С  ! 
т

Рг+ Т (1 + /л) ,(1.4)

Lcospt
С2 с )

r V \ A M M r

Ш * -

п
Фиг. 1.

Представив знаменатель (1.4) в показательной форме [2] § 7, най
дем амплитуду резонансного режима в виде

Р =
ЬЛ[(Сх+С, + 7)’ + и**Ч

р2 -  
——-n'tт

В (1.5) резонансная частота

Pi (Р2 + 7) (Pi Рз + У) + лг7~
Р то

найдена из условия
(Pi + Pj + т)2 + п'г т2

(Р2 + 7) (Pi + Р> + -f) +'/?gr2 Др-то _
(Pi +  С: +  7)2 + п2̂ 2 Pi

(1 .5)

( 1.6)
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Рассмотрим два случая:
1) Когда амплитуда колебания такова, что взаимные скольже

ния достигли только /-ой контактной поверхности (коэффициент 
нагрузки ао/ = 1 )  [3].

2) Когда амплитуда перемещения такова, что взаимные сколь
жения произошли на всех контактных поверхностях пакета (cr,on<'  1).

Случай #о/ =  1.
В этом случае рассматриваются только моменты, когда ампли

туда перемещения пакетов такова, что взаимные скольжения 
достигают j -ой контактной поверхности j =  1, 3, Ф, п.

Будем рассматривать процесс колебаний в относительных 
координатах. За коэффициент динамического усиления колебаний 
примем отношение амплитуды перемещения груза к амплитуде 
платформы

(1.7)

т Относительная сила трения будет равна

sT (1.8)Lm p2 '

Здесь Т — d fp b h  — обобщенная сила трения в [дан] [4];
Д  51 •>

/  — коэффициент трения скольжения на кон
тактных поверхностях пакета;

b — ширина пакета, d  =  1 для консоли и стерж 
ня с заделанными концами и упруго-под
вижной заделкой одного конца, d  — 2 для 
шарнирно-опертой балки, значение функ
ций А4, А5 см. приложение [4].

Относительная частота будет равна
9

где р0 =  — -  и С0 — ж есткость нерасслоенного пакета.
Относительные жесткости пружин будут равны

( 1. 10)

Тогда зависимости т(р)> п (р) — -  [(58) (59) [4] ] через относи
тельные параметры запишутся в следующем виде



n (Ki ) ==7 i  =  3 ’5 ’ 7 ’ ’ п' (1.12)
Лв Bi

где

(а)

В формулах (1.11) и (1.12) и во всех нижеприведенных фор
мулах значения функций, обозначенных буквой А, см. приложе
ние [4], значение функций, обозначенных буквой В , см. приложе
ние 1.

Из (51) [4] найдем значение коэффициента динамического 
усиления

Подставив в (1 .5 ), (1 .7 ), (1 .11), (1 .12), (1 .14 ), найдем значе
ние динамического коэффициента усиления в случае, когда взаим
ные скольжения достигли только j -ой контактной поверхности в 
виде

(1.13)

И з (1.13) найдем величину К,

K i =   j  =  3, 5, 7, ... , п.
(«  +  k)3 А ъ

(1.14)

Г2 (Г1 '+  Г2) +  "7^2 Г\ +  2r2 '+
(n + k ) 3 Аъ

]  (n +  k)3 (!a U
( n + k ) 3 Ль

( j —2\3 / -  2
(n  +  k)3n2K Аь> 4 « -

=  D  (1.15)
12ri Aq
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Подставив в (1 .6 ) ,  (1 .9 ) ,  (1 .1 1 ) ,  (1 .12 ) ,  (1 .14 ) ,  найдем относи
тельную резонансную частоту в виде

Гг (ri + Гг) 4-
/-2
А&

j -  2
( п +  k f  А ъ

г \ +  2r2 +
i - 2
А»

i - 2
(re + k)3A-,

+

+ 144 / / - 2 ч  3 i - 2
( П +  k )3 7t2 \Ад )  Л 8

**1о/ =  rv
(ri + Гг)2

/-2
/4я

i - 2
(re + А)3/4з

2(ri + r2) +
/-2
4я

- Z M U 6 )

i-2
(re + &)34з

+

П-2)2

+ 144 /-2//'-2\3
л2 (re +  й)3Л8 \/4s / -

j =  3, 5, 7, ... , tl
% "

Подставив в (a) (1.15) и (1 .16), найдем относительную силу тре
ния

V,- =
i-2

3  D  В 6
/-2 /-2 

2  Р П г е  +  Л)3 А ъ
/ =  3 ,5 ,7 ,  ... ,/г. (1 .17)

Случай ОГоге <С 1 •
Зависимости т (/(”)> «(А") [(56) (57) [4]] запишутся в виде

т ( Ю - » с . ( ^ , + : д г )

п (К ) =

Jh_
В 4 К

_ 3  4 i  

2
4i Л -  Л 2 
Si + М  4 l ~ T

2ВХ + К

(1.18)

(1.19)

Подставив в (1 .5 ), (1 .7 ), (1 .18), (1 .19), найдем коэффициент дина
мического усиления в случае, когда пакет полностью расслоен в 
виде^

( ж !+ Ч  \г' +  г~ +  ж ) [ + к  (ri,+ 2г2 ,+ ж )  +
\ + К 2 (\ +  1 4 4 -^ -)  :+  1 9 2 - 4 ? 1  ( ^ 1 ~ х Вз ) ^ 31+. *в\

в\
+ 64-^ -

d2£4

Л 1 - - 3- В 3 ) JE *

Р- =
4  К  | 3 / l j  4- 2 B i   ̂ / l i  —  g  В 3 j  К

(1.20)
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(ж + г-’ ) (Г1 + Гз+ж ) + к (Гг + 2г-+ ж ) +
A i \ А ,В ! / . 2

П о д с т а в и в  в (1 .6)  ( 1 . 9 ) ,  ( 1 . 1 8 ) ,  ( 1 . 1 9 ) ,  на йдем относи тельну ю ре 
з она нс ную  ча ст от у  в виде

(1.21)

+  Я М  1 +  144 п2 ; у 3£>4

+  64 - А г (  Л - A f i s j V i  
П2 _  ,  ■  1 3  ;
0 /  3. \2 „  / 3 \(Г! + г, + 2Д] j +  2Л (м + г, +  2fij  +

/ /4? \ уцй, / 2 \
+  К* j  1 +  -Щ -)  +  192 ( Д,  -  - j -  /i,,j А'3 +  -

Й 1 I 2 \2

MYjg
Величина К  = -----  в формулах (1.20) и (1.21) определяется еле-

.дующим образом.
Найдя силу,, действующую на многослойный пакет в системе, 

из условия равенства работы возмущающей силы за период коле
бания циклической работе сил трения, подставим ее значение в вы
ражение для прогиба многослойного пакета (45) [4] и приравня
ем полученное выражение выражению для прогиба многослойно
го пакета, записанном'у через амплитуду перемещения груза. В ре
зультате получим кубичное уравнение для определения величи
ны К

K>[l^8g-(.41-A B3)r,v]l+K»f2(/V+M+ 4h
+

+  к  [ ( 'V +  r2 +  ( / v + r 2 +  ~  -  1 2 /у, V) -  (1.22)
2

-  1 2 — (Л,  — Д3) J :+  [( r\ '+>'■> +  (H +  r,) ■+;

+  _ L
+  4 B :  .

„ 2 .

^ .  2Й1 18 BiBi Al °-

Приравняв нулю свободный член уравнения (1 .22), найдем зна
чение относительной силы трения, при которой коэффициент усиле
ния (.1 =  00

/ 2  , О Г1 9В4 ( ri + 3 —— _1_----



( )гносительная сила трения для случая полностью расслоенного 
пакета принимает все значения в интервале v/=„- > v  >  Vo,.

Из вышеприведенных общих выражений легко получить част
ные случаи.

1. Положив в формулах (1.1) — (1,23) С2 =  0, получим случай 
последовательного включения демпфирующих пакетов в систему.

2. Положив в ф ормулах(1.1) — (1.23) С ^ о о ,  получим слу
чай параллельного включения демпфирующих пакетов в систему.

3. Положив в формулах ( l .l ) - f~ (1 .2 3 )C i =  оо и С, = ,0 ,  получим 
случай груза, подвешенного на s многослойных пакетах.

Приведем основные расчетные формулы только для более в а ж 
ного второго случая:

Оо / =  1
о 1~2 '~2в1 tifmBiA»  + 2  АЯВ^. 

3B&Bq

j  =  з , 5, 7 ........... п

(1.24)

/-2 i-2
2  B i A g  +  8 v /  Г 2 В 1 А п  / 1  о к ч

\ j  ~~ i-2  • ' 1 %zo)
8w ByAn

j =  3 ,5 ,  7, ... , ti
i-2  

я Аъ Be 
i - 2  

8 Ал
j =  3, 5, 7  a .  (1.26)

«■On <  1

p =  v  ^ -    -■  (1-27)

rlo =

8В 1

S i '■ (ж  + г2)1 (
/ 2 
, Al ~  з- s3)

( ж - - )

-  V  —  1

(125Tv2 —0

ОО Н
23

' (.2S i  +  Гг) (А- S '» )
В4

(1.28)

(1.29)00 “  12.4! '
Полученные соотношения позволили провести расчетное исследо
вание диссипативных и механических свойств систем с демпфера
ми, выполненными в виде многослойных пакетов.

Как видно из формул (1 .24), (1 .25), (1 .27), (1 .28), основные
динамические параметры системы: резонансный динамический ко
эффициент усиления р и резонансная относительная частота сис
темы т)0 Для заданных относительных жесткостей упругих элемен
тов системы гу, г2 и заданном числе пластин в пакете п и относи
тельной толщине накладки пакета k, однозначно определяются 
величиной относительной силы трения в пакетах v.
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В расчетном исследовании удобнее вместо параметра v исполь
зовать параметр [3 =

Анализ зависимости р(р) позволяет решить основные инженер
ные вопросы, связанные с задачей применения демпферов такого 
типа для гашения колебаний механической системы.

На фиг. 2 построены зависимости jx(|3) для случаев 1, 2 и 3,
Из анализа приведенных на фиг. 2 кривых можно сделать сле

дующие выводы:
1. Границами работоспособных настроек демпфера целесо

образно считать значения относительной амплитуды силы ^  и |32» 
для которых {J. =  [хд. Следовательно все рабочие настройки демп
фера лежат в диапазоне значений относительной силы (3, -ь- (32.

Ширина рабочего диапазона определяется величиной 0  =
=  - у -  =  J L  t определенным образом характеризующей ресурс ра

боты демпфера. Поясним это.
В_процессе работы демпфера в основном изменяются величины 

f и р  демпфера. При постоянной перегрузке, действующей на сис
тему, параметр © показывает во сколько раз допустимо измене- 

■ ние произведения fp.
Ширина рабочего диапазрна 0  может достигать очень большой 

величины,так
*=2; п=25;

0 ] А=2, « = 5 1  =  1 1,043.
1 1 г,=оо, г 2=0

Верхние границы рабочего диапазона демпфера мало изменяются 
с ростом числа пластин п в пакете

[М *=2,«=о « 1 . 2 1  =  1.265;
г ,= о о  гг= 0 Л ,= сс , гг=О

Нижние границы меняются довольно значительно

[Р2]*=2,„=0 = 0 .2 4  m t l T J h  = 0 ,1 1 5 .
Г 1=00, гг=0 /-=00, Гг—о

Ширина рабочего диапазона демпфера в интервале значений 
п =  0-;-11 быстро возрастает, а затем, начиная с п = 1 5 , мало изме
няется с ростом числа пластин в пакете (см. фиг. 3 ).

При'параллельном включении демпферов в систему с ростом от
носительной жесткости г2 ширина рабочего диапазона демпфера 
падает (см. фиг. 3). При последовательном включении демпферов 
в систему с ростом относительной жёсткости г1 ширина рабочего 
диапазона возрастает и стремится для заданных п и k  к величине 
[© ]«,* (см. фиг. 2). Отметим, что аналогичным образом с изме-

г,=оо;
гг=0.

нением числа пластин п и относительной жесткости изменяется 
и зона, где динамический коэффициент усиления мал (;хт т О < ^ 2 ) .

* В настоящем исследовании за допустимую величину динамического коэф
фициента усиления принята величина [Хд=6.
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2. Зависимость минимального коэффициента усиления от чис
ла пластин в пакете представляет собой убывающую с ростом п 
ассимтотическую кривую. Начиная с я = 1 1 -;-1 3 , кривая изменя
ется слабо.

Минимальная величина коэффициента усиления увеличивается 
с ростом относительной жесткости г2 при параллельном включе
нии демпферов в систему и уж е при!Г2 =  2 больше допустимой ве
личины цД =  6 (см. фиг. 2 ).

Минимальная величина коэффициента усиления на резонансе для 
я  = 5 1 , k = 2; гх —оо,г2 =  0 меньше 1 и равна [Arain =  0,8811. С ростом 
числа пластид п в пакете настройка демпфера, соответствующая 
минимальному коэффициенту усиления системы, постепенно переме
щ ается из зоны, где пакет полностью расслоен в зону неполного 
расслоения пакета.

Так для я  < 2 5 ,  г1 — оо г2 =  0, ,83 соответствующая рт гп лежит 
в зоне полностью расслоенного пакета, а для просчитанного нами 
случая я  =  51, гх =  оо, г2 — 0 {З3 лежит уже в зоне неполностью 
расслоенного пакета. С ростом относительной жесткости г2 при 
параллельном включении демпферов в систему настройка демпфера, 
соответствующая |j.min, смещ ается в зону меньших j — в сторону 
уменьшения величины ,В3. При последовательном включении демп
феров в систему величина jxmin падает с ростом гъ  а настройка J33 
смещ ается в сторону больших /'.

3. При параллельном включении демпферов в систему относи
тельная жесткость пружины г2 должна находиться в интервале зна
чений 0 - < г 1 < 1, т. к. в этом случае величина |xmin< 6.

При последовательном включении демпфера в систему относи
тельная жесткость Г\ может принимать значения в интервале
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O ,l< ^ ri< ^ o o . Причем нижний предел относительной жесткости г, 
в данной работе не подсчитан.

4. Во многих случаях настройку демпфера, обеспечивающую 
минимальную величину коэффициента динамического усиления 
на резонансе, нельзя считать оптимальной ввиду того, что она мо
ж ет леж ать в непосредственной близости к зоне неустойчивой ра
боты демпфера, т. е. р3 близко к [р]ц =  оо ' (см. фиг. 2 случай по
следовательного включения демпферов и случай гу =  оо, г2 =  0.) 
Поэтому в качестве оптимальной целесообразно выбрать настрой
ку демпфера, обеспечивающую величину коэффициента динамиче
ского усиления близкую к рты и лежащ ую  .достаточно далеко 
от зоны неустойчивой работы демпфера.

Как видно из фиг. 2 для интервала рабочих значений относи
тельных жесткостей Г\ и г2 все оптимальные настройки демпфера 
леж ат в диапазоне значений роп = 0 ,7 5 -:-1 ,0  (1 ,1 ). При таком выбо
ре оптимальной настройки предположено,_что в процессе вы ра
ботки ресурса демпфером произведение fp  увеличивается, а пере
грузка, действующая на систему, либо остается постоянной, либо 
падает, либо возрастает медленнее, чем величина fp.

Тогда величина 0 j  =  будет характеризовать ширину ра
бочего диапазона демпфера (без учета начальной приработки демп
фера). Величина 0 2 =  будет характеризовать запас по эффек-

‘ on -Г.
тивному демпфированию системы, т. к. этот коэффициент характе
ризует допустимое уменьшение произведения f p  в процессе при
работки демпфера или вследствие случайных влияний на систему.

Если в реальной системе в процессе выработки его ресурса воз
можно уменьшение произведения fp, или возможно более быстрое 
возрастание возбуждающей нагрузки (например, за счет разба- 
лансировки вращающихся частей машины) по сравнению с уве
личением величины fp, то зону оптимальных настроек в этом слу
чае следует выбирать в интервале, меньших значений р. И пара
метр 02 будет характеризовать ширину рабочего диапазона 
системы, а параметр 01 — запас по эффективному демпфированию 
системы. Отметим, что во всех случаях оптимальная настройка 
демпфера лежит в зоне неполностью расслоенного пакета. В ы 
брать оптимальную настройку демпфера и оценить ширину рабо
чего диапазона системы можно только решив динамическую за 
дачу о колебаниях системы с данными демпферами.

На фиг. 4 построены зависимости коэффициента поглощения 
ф от относительной амплитуды силы, .действующей на дейпфер

р —
■ц=— , где R = fp b h  [дан]. Эти зависимости получены из реше
ния задачи о поперечном изгибе статически приложенной цикличе
ской силой рассматриваемых многослойных пакетов [3]. На
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фиг. 4 видно, что в интервале значений т), где находится зона не
устойчивой работы демпфера в системе, кривая ф(т]) изменяется 
плавно (зона полностью расслоенного п ак ета), а в интервале, где 
находятся все рабочие настройки демпфера, кривая изменяется 
очень круто (зона неполностью расслоенного пакета) и следова
тельно по этой кривой невозможно выбрать оптимальную настрой
ку демпфера" и определить рабочий диапазон настроек демпфера.

На фиг. 5 построена зависимость т)0 (р ).
Системы с демпферами, выполненными в виде многослойных паке
тов и постоянной жесткостью упругих элементов, имеют мягкую 
жесткостную характеристику.
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