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ВИБРАЦИОННЫЕ РАСЧЕТЫ ЛОПАТОК ТУРБОМАШИН
И ВОЗДУШНЫХ ВИНТОВ

Для решения данной проблемы используются вариационные 
методы.

Рабочая лопатка или воздушный винт рассматриваются как 
закрученный стержень несимметричного переменного попереч
ного сечения длиной I, закрепленный на диске радиуса R, вра
щающийся с угловой скоростью Q (рис. 1). Стержень рассмат
ривается в прямоугольной правой системе координат хуг с на
чалом в центре масс корневого сечения. Ось х параллельна оси 
вращения, ось г направлена по радиусу от оси вращения. Оси 
I  р являются главными центральными осями в любом попереч
ном сечении стержня. Оси х\ух и |ipi параллельны осям ху и 
gp соответственно, начало их расположено в центре изгиба по
перечного сечения.
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а  — угол закрутки сечения, xsys — проекции расстояния 
между центром масс и центром изгиба поперечного сечения. 
Штрихи будут означать производные по координате z, а точки 
над функциями — по времени i.

Перемещения элементарного объема стержня в направле
ниях х, у и z могут быть представлены на основании работ 
[1,5] в виде:

U =  их + и2 —
]/ — Uj + t>2 + 0-̂ 1 i 

W  — W — -[1,1 £ — Tl;  ̂+ Т2ч'/ + 724 T  + Ôtp,
где Ui(z, t), Vi (z, t) ■— перемещения при изгибе;

u2(z, t), u2(2, t) — перемещения при сдвиге в направлениях 
х и у,

w(z, ^ — продольное перемещение в направле
нии z;

0 (2, t) — угловое перемещение относительно центра 
изгиба сечения; 

ф(|, г), z) — функция кручения;
Х(1, т], z) и 4^(1, р, z) — функции депланации при сдвиге в на

правлениях £.и р;
Tin — углы поворота сечений относительно осей 

I и 7j при изгибе;
■'25, -[2г, — относительные сдвиги в системе b\z. 

Деформации стержня могут принять следующий вид [1]:
сz =  w ' — ? — v-ti 71 + У.2т17. + ’Г  + 0'то г\ + 9" ?;

Ч  =  =  Tin =  0 , ( 1)
где х0 == т.' — закрутка стержня; г\ =  Щ + pj ;

у.ц, уir. — компоненты кривизны стержня в результате изгиба, 
а у-2>, у2л — в результате сдвига.

Напряжения с учетом/ демпфирования в материале согласно ги
потезе Фохта записываются следующим образом:

°z =  E {zz + kе £г); 4z =  G {^ z + k0 7lz)\
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1-nz—  G  (?■r,z +  k G fr,z)', a' =  aT, =  =  0,
где E , G — модули упругости при растяжении и сдвиге;

Ье  , ka — приведенные коэффициенты вязкости материала при 
растяжении и сдвиге.

Вариация работы внутренних сил при деформации стержня пред
ставляет собой выражение

где F  — площадь поперечного сечения.
Кинетическая энергия вращающегося стержня представляет 

собой сумму кинетической энергии колебаний и работ центробеж
ных и кориолисовых сил стержня на соответствующих перемеще
ниях:

О F

где р — плотность стержня,
С — изменение проекции продольного волокна стержня на ось 

г при его деформации.
Если лопатки соединены между собой паяными упругими свя

зями, то работа связей при деформации лопатки имеет вид

где K Xf, K y j ,  K o j  — коэффициенты жесткости связей [5];

Работу замкнутых на круг демпферных связей, свободно про
пущенных сквозь отверстия в лопатках, следует определить по 
формуле

где т  — число лопаток на диске;
k — число узловых диаметров при колебаниях облопачивания;
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ЬЬ =  j  J J  [аг Й8г +  %ег оу>, +  тТ|г Sy-dz] d F  dz,
0 F

T =  P [£>+ V 2 + (W  -  C )2] d F  d z - i
0 F

I
+ -T Ш  P \(F + z + W  -  t f  + {V  + y)2] d F  dz +

0 F
I

+ Q 515 P [{V  + y W  - i ) - { R + z  + W  -  С) V ] d F  dz,

J

j  — номер связи.



hj — шаг лопаток на уровне связи;
F j  — площадь поперечного сечения связи.
Если Qn обобщенные внешние силы, a qп — соответствующие 

им перемещения, то вариация работы этих сил выразится:

5Zb =  J 2  QnoqndS,S п
где S  область приложения внешней нагрузки.

Для улучшения сходимости метода и облегчения расчетов 
удобно выбрать в качестве аппроксимируемых величин сил и мо
ментов [2 ]

M z =  E h  хн; Pi; =  E F h  V-F P z  =  E F w ' ;
M-n =  E E * u \  Pii — EFk-n j2b M a =  G IdV',

где I :  , /,_ главные центральные моменты инерции поперечного 
сечения;

^5 > kn коэффициенты формы сечения при сдвиге в направле
ниях s и т);

GId — жесткость стержня на кручение.
Аппроксимируемые величины представляются в виде рядов ти

на k {z ) f k {t), где f k (t) — варьируемые функции, а Ф к (г) —
базисные функции. Перемещения и их производные определяются 
интегрированием. Например:

Z

u\ =  [e-nMrtCOS а — eg М % sin а]2=г0 +  ̂ cos а — sin а j  dz;
о

Z

иг =  f Ui dz, 
о

где еп, в; — коэффициенты податливости заделки лопатки [5 ].
Базисные функции удовлетворяют силовым граничным услови

ям, а при определении перемещений и их производных удовлетво
ряются и геометрические граничные условия. Таким образом, уда
ется удовлетворить все граничные условия, что улучшает сходи
мость метода.

Учитывается также работа упругих сил податливого основания:
Lo =  4 " W  M l +  е п M l -1- е 0 M l +  ez P i  +  с,  р\ +  щ  р Ц ,

где е<) , ez , с-. , с h — коэффициенты податливости заделки, анало
гичные величинам , еА.

Вариационное уравнение задачи приводит к системе диффе-
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ренциальных уравнений для опре
деления варьируемых функций 
fu—t. Если рассматриваются сво
бодные колебания без учета
кориолисовых сил, то задача
сводится к проблеме веществен
ных чисел и векторов веществен
ной матрицы [2]. После этого оп
ределяются частоты и формы 
собственных изгибно-крутильно- 
продольных колебаний лопатки 
и распределения относительных 
моментов, усилий и напряжений.

Метод реализован для Э Ц ВМ  
М-222 и БЭСМ-4М. Предусмотре
ны возможность использования 
различных видов базисных функ
ций и решение как общей задачи, 
гак и ее частных случаев.

В качестве примера приводят
ся некоторые результаты расче
тов для лопатки (рис. 1) газовой 
турбины длиной 11 см, закручен
ной на 0,605 рад, с отношением 
длины I к хорде с концевого сечения Ь, равным 2,32.

Первые пять расчетных частот имеют значения (в герцах): 
915,7; 1970; 3117; 4136; 5532. Соответствующие эксперимен
тальные значения колеблются в пределах: 902-5946; 19425-
-4-2046; 3100-1-3300; 4000-4-4200; 56004-6100. Формы изгибно-кру- 
тильно-продольных колебаний для первых пяти токов представ
лены на рис. 2 (и=щ-\-и2, v = V\-\-v2, w в см, 0 в радианах). 
На рис. 3 приведено распределение относительных нормальных 
напряжений на входных и выходных кромках и спинке лопатки. 
Для сравнения тонкими линиями показано распределение на
пряжений, полученное при расчетах парциальных изгибных ко
лебаний.

Предложенный метод дает возможность исследовать влия
ние различных факторов. На рис. 4 показаны относительные из
менения частот для ряда турбинных и компрессорных лопаток 
под влиянием различных факторов. У  турбинных лопаток от-

Iношение длины к хорде кольцевого сечения -у- изменялось в
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Колебания лопаток 
являются совместными 
изгибно крутильно-про
дольными, термины 
«крутильные» и «изгиб- 
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Результаты расче
тов показывают, что 
для турбинных лопа
ток большую роль мо
жет играть инерцион
ная связь изгибных I! 
крутильных колебаний 

за счет несовпадения центра масс и центра изгиба поперечного 
сечения. Для компрессорных лопаток может оказаться сущест
венной деформационная связь изгиба и кручения, которую 
отражает член 0'тоП2 в формулах (1). Продольные колебания 
могут вызвать понижение крутильных и частоизгибных коле
баний закрученного стержня. Стесненность депланации попе
речного сечения всегда повышает частоты колебаний, а сдвиг 
и податливость заделки понижают частоты.

На лопатки и воздушные винты действуют аэродинамичес-
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кие силы со стороны газового потока, которые могут вызвать 
потерю динамической устойчивости и вынужденные колебания. 
В  данном случае рассматривается только классический флат
тер [3, 4] вращающихся воздушных винтов. Скорость потока 
Уп и угол атаки j3 определялись с учетом осевой Vx и относи
тельной окружной Vfi скоростей потока. Задача в этом случае 
приводит к проблеме комплексных собственных чисел и векто
ров матрицы. Метод реализован для Э Ц ВМ  М-222. Расчеты 
показывают, что влияние кориолисовых сил и деформационная 
связь изгиба с кручением могут понижать критическую ско
рость флаттера [6].
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А. А. ТРОЙНИКОВ, В. Н. ТРУБИН, Г. В. ЛАЗУТКИН
К ВОПРОСУ ОБ УПРУГО-ДЕМПФИРУЮЩИХ
СВОЙСТВАХ МАТЕРИАЛА МР

В статье делается попытка описать упруго-демпфирующие 
свойства материала М Р, работающего на сжатие, в обобщен
ном виде и найти функциональные связи основных динамичес
ких характеристик изделий из М Р  (коэффициента динамично
сти и резонансной частоты) с исходными параметрами мате
риала [2 ]. Полученные результаты могут послужить базой для 
создания методики проектировочного расчета простейших кон
струкций амортизаторов из материала М Р.
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